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ENSET Mohammedia
FI-GMSI Janvier 2021
Correction Examen robotique
Durée : 2h

Exercice 1 :
La structure suivante est un rebot a 6 degrés de liberté :

1. Mettre en place les reperes.
2. Compléter le tableau suivant :

ai di Oi ri

RO -->R1

R1-->R2

R2 -->R3

R3-->R4

R5 -->R6

Exercice 2 :

On considere un robot manipulateur ayant trois articulations rotoides d’axe 1 vertical et
d’axes 2 et 3 horizontaux (voir figure 1a). La figure 1b représente une solution basée sur
un choix particulier des reperes Ro, R1, Rz, et R3.0n note 01, 0,, et 03 les trois variables
articulaires de ce robot.

(a)
0;
R¢=R; lorsque 6,=0
) 73
\ 7,
' | (b)

Figure 1 : (a) Robot manipulateur non planaire a 3 articulations rotoides. (b) Une modélisation possible de ce robot.



1. Donnez les parameétres de Denavit-Hartenberg associés au modele représenté par

la figure 1b :
di 0i ri ai
RO -->R1 0 01 L1 90
R1-->R2 0 02 L2 0
R2 -->R3 0 03 0 0

2. Exprimez les coordonnées du centre O3 origine du repére Rz en fonction de Cy, Cy,
S1, S, L1, et L. En déduire une expression de la vitesse instantanée de translation
de ce point. (Ci : Cos(8i), Si : sin(0i).
Coordonnées cartésiennes :
x = (L, + Lycos 8;)cos 0,
y = (L; + L,cos 6,)sin 6,
z = L,sin 6,

Vitesse de O3

La vitesse linéaire est ;

En dérivant :
Composante &
& = —(Ly + Ly cos ) sin 6y 6, — Ly sin 05 cos 6, 65
Composante Yy
Y = (Ly + Ly cos 8,) cos 6, 6, — Lo sin 6 sin 6, 6,
Composante 2

z = Lg cos 92 92

Résultat final
—(Li + Ly cosBy) sin by _t';z’l — Ly sin b cos 91_6-‘2
Vo, = | (L1 + LycosBs)cost; 8; — Lysinbysin b, 0,
Ly cosB, 0,

Exercice 3 :




1. matrice de DH.

ai di i ri
RO -->R1 0 0 01 0
R1-->R2 0

2. Donner I'énergie cinétique totale :
1. Energie cinétique

Vitesse du centre de masse (7,

Le centre de masse du bras 1 toumne autour du pivot :

Vg, = J-rl'éj
Donc:
1 .y |
Tl = Eﬂ'l]zfﬂf T+ EIJH?

Vitesse du centre de masse (G5

La position de (G2 est:

F{';--'\- = d’l [ms Hl]

2 sin #,
La vitesse :
A — [dg cos B — dgé; ﬁiuﬁ'l]
: ds sin @y + daby cos By
Alors :

Vg, = d; + dyt]

L'énergie cinetique du bras 2 :

=t

T, = gmy (i + &82) + S 16

8

Energie cinétique totale

T=T+T,

1

T = [L + I + -111]h++ mgd.g} @ + E-:r.‘r.‘r,gcﬁ

L2 =




3. Donner I'énergie potentielle totale

L'énergie potentielle gravitationnelle est :

Pour m3

La hauteur de (7, :

Dionc :

Pour ma

La hauteur de (32 :

Dionc :

V = mgh

h] = dlﬁi.llﬁll

Vi = mygl; sin#,

ha = d» sin

oy = mugd, sin#,

Energie potentielle totale

au ;

V' =mygl; sin#, + mogd, sin #,

V = gsiné; (myly + mads)

4. Donner le Lagrangien du systéme :

1 o1 .
L= (I + I + myl} + mod3) 67 + 5mg.zig — gsin 0 (mqly + mads)

Equations d’Euler-Lagrange :

d
dt

(

oL\ oL

8g; ) Vv 3—%=Qi




ou :
e ()1 = 71 : couple moteur rotatif
e 2 = F; :force prismatique

Equation pour 0, :

OL :
Frae (I + I + myl5 + mad3) 6,
1
Dérivée temporelle
d (0L . .. . .
& (8—91) = (Il + I, + mllf + mgdg) 0, + 2modyds6,
En fin :

oL |

—— = —gcos B (mqly + mads

891 '

Equation finale :

(Il + I + mllf + mgdg) 0, +2m. V¥ 1,0, + gcosbr(mily + mady) =7

Equation pour d, :

oL

— = mads

9d,
d OL .
dt (a—dz) = e
oL

Dérivée temporelle
— = mgdgﬂf — mag sin 6y

0ds

En fin:

Equation finale :

m;g(-f-g — mgdgéf + moag sin 91 = Fg

Sous forme matricielleon a:

I + I + myl? +mad? 0 6, + 2msdadsb; + gcosti(mily + mody)| |7
0 me| |ds —mads6? mag sin 6, | B




ENSETM Examen Robotique GMSI3
Janvier 2024
Cours : 3pts
Definir les termes suivants :
a- Répetabilité d- Position singuliere

b- Justice
c- Porté

e- Robot redandant
f- Débatement

Exercice 1: 6pts

Sous forme de tableau ci-dessous donner les caractéristiques de chaque robot :

Robot
sphérique

Robot cylindrique Robot cartesien

Schéma cinématique

Volume atteignable

Geometrie (XXX)

Parameétres Denavit

Exercice 2: 3pts

1- Compléter le repérage des deux robots suivant
2- Donner les paramétres de Denavit-Hartenberg

Dy

D,y

Exercice 3 : 8pts

YV a

Exercice 2 :

L J

Le schéma ci-contre représente un robot RR

compos¢ de deux bras articulés respectivement

en O et en A, de longueur a et de masse m.

1- Donner le modéle géométrique direct

2- Donner le modele géométrique inverse

3- Donner la matrice jacobinne

4- Donner les équations du mouvement en
utilisant le formalisme Lagrange.

5- Donner les équations sous forme de
représentation matricielle.

Correction :
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Figure 1 : Figure 2 :

1 9.1- d.l a; (8 F] 7 9-3 d-.i a; Q;
110 |aqq 0 0 1|6, | L 0 _g
2 92 0 DS 0 2 92 0 L2 0
310310 | Dy| O 31631 0 | Ly | O
4164|10| 0 | -3 4(6,|/ 0|0 ]|-1
50610 0 | +5 516; | 00| 0
66|00 |0 |

Exercice 3 :
1- Mode¢le géométrique direct
La position du point A(extrémité du premier bras) est :
X4 = acos 6,
{yA = asin 0,

X4 = acos 6,
{yA = asin 0,
La position de I’effecteur terminal Mest :
Xy = acos 8, + acos(6; + 6,)
{yM = asin 6; + asin(6; + 6,)

Xy = acos 8, + acos(6; + 6,)
{yM = asin 8, + asin(6, + 6,)
2- Modé¢le géométrique inverse :
Calcul de 0,
On utilise :
x2+y

Apres simplification :
x% +y% = 2a® + 2a’*cos 6,

D’ou:
x%2 + y? — 2a?
cos 6, = a2
x%2 + y? — 2a?
cos 6, = a2
Alors :
x% 4+ y? —2a?
0, = iarccos( > aZ >
x? +y? — 2a?
6, = iarccos( a2 >

Les deux solutions correspondent aux configurations :
e Coude haut,
e Coude bas.
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Calcul de 04
On pose :
r=4x%+y?
et:
¢ = atan2(y, x)
r=4x%+y?
Alors :

0, = ¢ — atan2(asin 6, a + acos 8,)

Comme les longueurs sont ¢gales :
0, = atan2(y, x) — atan2(sin 6,1 + cos 6,)

0, = atan2(y,x) — atan2(sin6,,1 + cos 6,)
3- Matrice Jacobienne
La Jacobienne relie les vitesses articulaires aux vitesses cartésiennes :

-]

Avec :
o) = [—asin 6, — asin(6, + 0,) —asin(6, + 6;)
/() = acos 0, + acos(6; + 0,)  acos(6, + 6,)

o) — [—asin 6, —asin(6, + 0,) —asin(6, + 6;)
/() = acos 0, + acos(6, + 0,)  acos(6, + 6,)

4- Equation différentielle
Chaque barre posséde une masse m uniforme et une longueur a, alors il faut prendre en
compte :
o L’énergie cinétique de translation des centres de masse,
o L’énergie cinétique de rotation des barres,
o L’énergie potentielle de chaque barre.
On note :
e 0;:angle de la premicre barre,
e 0,: angle relatif de la deuxiéme barre par rapport a la premiere.
Le lagrangien devient :

L=T-V
Avec :
a. Energie cinétique
Pour une barre uniforme :
_ 1 2
I; = Ema

(Moment d’inertie autour de son centre).
Barre 1
Le centre de masse Gyest situé a :

a a .
X, = Ecos 01,Y6, = Esm 0

1
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Sa vitesse donne :

a“ .
2 _
vcl —7912
Donc :
1 1 -
Tl == Emval +§I(;01
1 a? 11
Tl gmzef +§Ema2012
T, =€ma2912
Barre 2

Son centre de masse :

a
Xg, = acos 6, + Ecos(el +06,)

a
V¢, = asinf; + Esin(el +6,)

Apres dérivation et simplification :
2

v2 = a’f? +—(9 +6 )2 + a%é (9 +6 )cos @
Gy 1T WM 2 1\V1 2 2
L’énergie cinétique :

1,1
T2 = Emvaz +§IG(01 + 92)

avee !

I =§ma

Donc :

T ., 1 ., 1 .
T, = Ema 05 +gma (61 +6,) +§ma 6,(6, + 62)cos 6,

b. Energie potentielle

Barre 1
a
V, =mg > sin 0,
Barre 2
a
V, =mg (asin 0, + Esin(@1 + 92))
Donc :

3 1
V =mga (Esin 0, + Esin(Gl + 92)>

c. Lagrangien final
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|L=T1+T2_V|

soit :

3

S (2., , 1 . A . 3. 1
L=ma*|=0f + 3(01 +0,)° + 501(91 + 6,)cos 92] —mga [5 sin6; + Esm(é)l +06,)

Voici la structure compacte du lagrangien du robot manipulateur a 2 liaisons avec deux barres
massiques identiques.

5- sous forme matricielle :
Pour ce robot manipulateur plan a 2 degrés de liberté, les équations différentielles du
mouvement s’écrivent sous la forme matricielle classique :

M(@)g+C(q,9)q+G(q) =7
M(@)g+C(q,9q+G(q) =7
ou :
_ |6
+ 0= gl
e M(q): matrice d’inertie

e ((q,q9)q: termes de Coriolis et centrifuges
e G(q): gravité

T1
]: couples moteurs

(%)
_ 91] . 6"1 .o 91
o=lol-a=[]-a=[3

_[61
1= 92]

. =

a. Variables généralisées

b. Matrice d’inertie M(q)
Les deux barres ont :
e méme longueur a,
e méme masse m.
En notant :
e [}, I,les moments d’inertie autour des centres de masse,
e centre de masse a a/2,
la matrice d’inertie devient :
M(C[) — Mll MIZ]
M21 MZZ

avee !

5
M, = §ma2 + ma?cosO, + 1, + I,

1 2 1 2
M, = My, = §ma +Ema cosf, + I,

1
Mzz = §ma2 + 12



ENSETM Examen Robotique GMSI3

5 2 2 1 2 1 2
—ma* +ma“cosO, +I; +1, —ma*+—-ma“cosf, + I,
Ma) = |3 3 2
(Q) - 1
§ma2 + Emazcos 0, + I, §ma2 + 1,

¢. Matrice de Coriolis et centrifuge
Les termes dynamiques sont :

—ma?sin 0, (9291+%922)
C(q.9)q = ,
Emazsin 0,67
I ) 1 00]
—ma*sin 6, (0201+792)
C(qg.9)q = _
Emazsin 6,02

d. Vecteur gravité
En prenant gl’accélération gravitationnelle :

3 1 1
—mgacos 6, + —mgacos(6; + 6,)
_12 2
G(q) = 1
Emgacos(el +6,)
_3 1 -
—mgacos 6; + —mgacos(6; + 6,)
Gla) = |2 2
(@) 1
Emgacos(el +65)

e. Equation différentielle matricielle finale
Le systéme dynamique complet est :

[M@d +C(@.Da+ 6@ =1]

avece !

f. Forme d’état
On peut écrire les équations différentielles sous forme d’état :
0,

avec .
Gg=M*qlt-C q)q-G(q)]
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Gg=M*lt-Cqqq-G(]
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ENSET Mohammedia

FI-GMSI - Janvier 2025

Examen de robotique
Durée : 2 heures

Exercice 1 :

1- Compléter le repérage du robot ci-contre :
2- Donner les paramétres de Denavit-Hartenberg

d; 0, Ai+q Hitq

R0—>1

R1—>2

R2—>3

R3—>4
Xp Xy

R4—>5

T
Exercice2 : Soit le robot plan a deux degrés de liberté schématisé ci-dessous :

1. Nommez sur la figure les axes X; et Z; des repere R; d’origine O; de ce robot selon les conventions de
Dénavit-Hartenberg.
2. Remplissez le tableau de Dénavit-Hartenberg :

Rappel matrice DH :
di | 0; | Qiv1| Q41 CCo,  —80.Ca;  S6,5a; @i Co,T
Ron . Sp,  Co.Co;,  —Co,5q, QiSp,
Ri M= |y o o d;
fos 00 0 .

3. Calculez les matrices M3 et M? (Rappel Matrice DH : voir tableau ci-dessus) :
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10. En supposant que les bras sont de sections circulaires et symétriques, de masse m; et my, de centre de
masse G et Gz et d’inertie [ et I :
a. Donner I’énergie cinétique du corps 1 et du corps 2, puis 1’énergie total :

c. Donner les équations du mouvement en appliquant le formalisme de Lagrange :
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ENSET Mohammedia
FI-GMSI Janvier 2025
Examen de robotique
Durée : 2 heures

Exercice 1 :

1- Compléter le repérage du robot ci-contre :
2- Donner les paramétres de Denavit-Hartenberg
d; 0; Aiy1 | %41
Ro,1 | O 6, |0 0
R, | LI 6, |0 90
Ry,3 |0 0; | L2 0
Rz, |0 6, |L3 0
Riss | L5 s |0 90
™

Exercice2 : Soit le robot plan a deux degrés de liberté schématisé ci-dessous :

1. Nommez sur la figure les axes X; et Z; des repere R; d’origine O; de ce robot selon les conventions de
Dénavit-Hartenberg.
2. Remplissez le tableau de Dénavit-Hartenberg :

Rappel matrice DH :
di | 6 | Qip1 | Qisa [ Co;  —S50,Ca;  S0,5qa;  QiCo, |
Ro1 | 0 0, |0 0 i 56, €, Ca; —Cp;Sa; Qi Sg;
Mi_ =
Ri,, |0 0 Rosro | -mt/2 i—-1 0 Sa Cop; (l.f_
|0 0 0 1
3. Calculez les matrices M3 et M? (Rappel Matrice DH : voir tableau ci-dessus) :
C1-SI 0 0 ] 10 0 0
Sl CI 0 0 0 0 1 R2+rp,
0 0 1 0 0o -1 0 0
o 0 0 1
ME = 0o 0 0 I | M2 =




4. Calculez son MGD correspondant a la matrice M§:
Cl 0 -SI  -SIR2+r,)
Sl 0 Cl ClR2+r)

0 -1 0 0
0 0 0 |
5. Calculer le MGI de ce robot :
Matrice MY :
[ Cl SI 0 0]
-SI (1 0 0
0 0 1 0
I 0 0 0 1 ]

Calculez son MGI (0, et 1, en fonction de la position opérationnelle connue (P, Pet P)).

e On écrit I'équation de position :

P, 0
P, ot 0
P, 0
L l 4 _1 -
¢ On effectue la premiére multiplication par la matrice inverse :
P, | 0] 0]
P 0 0
lTo Pj = lToﬂTz 0 = sz 0
1 1] 1]

e Ce qui donne le systéme suivant :

e Ce qui donne le systéme suivant :

CIP, +SIP, =0 (1)

-SIP+CIP =R2+1,  (2)

P =0 (3)
0

e [L'equation (1) nous donne la valeur de ! en deux solutions :

0, = ATAN2(SL,CI) = ATAN2(-P,,P,)

0, =0,+n



I

e IL'equation (2) nous donne directement l'unique solution de telle que :

r, =—SIP, +CIP, —R2

6. Donner la forme de ’espace de travail de ce robot : Disque creux

2

7. Donner le jacobien de ce robot :
J=
[-cos(th)*(R2 + r2), -sin(th)]
[-sin(th)*(R2 + r2), cos(th)]

8. Calculer le déterminant du jacobien :
D=-R2-r2

9. Déterminer les points ou on a des singularisées cinématiques :
D=0=>-R2-r2=0=> -R2=r2
C’est la configuration ou le bras est totalement replié sur 1’axe de rotation.

10. En supposant que les bras sont de sections circulaires et symétriques, de masse m; et my, de centre de
masse G1 et Gz et d’inertie [y et I :
a. Donner I’énergie cinétique du corps 1 et du corps 2, puis 1’énergie total :

Pour le bras 1

Le premier bras tourne autour de I'axe Z.
Son centre de masse est a une distance constante d; de l'axe :
0G, =d,

donc:

-, |dicosbh
OGl o Lfl sin 91:|



1 2 1 2
Tl - Emlvcl + 51191
avec
vh, = 426
donc

1 .
T=3 (mid? + 1) 67

Pour le bras 2

Le second bras est prismatique.
Son centre de masse est situé a:
OG2 =R2+7‘2+d2

ou dy est la position du centre de masse dans le bras 2.

Donc :
o, — (Ry + 75 + dy) cos 6,
2 (R2+T2+d2)8in91
>, [(Ry+ 7y +dy)cosb
OG2 B (R2 -+ 72 + dz) sin 91
1 1_ .
T2 = §mzvé2 + 51293
avec
v, = (Ry + 1y + do)?03 + 75
donc

1 . 1_.
T2 = 5?’?’12 |:(R2 + T + d2)29% + ?'-'22:| + 5[29%

b. Donner I’énergie potentiel du corps 1 et du corps 2, puis I’énergie total :
Robot travaille dans un plan horizontal, U=0

c. Donner les équations du mouvement en appliquant le formalisme de Lagrange :



Pour le robot RP :

avec.

e @ = 0 : articulation rotative

® (o = 79 :articulation prismatique

et la distance radiale :
P = Rz + s + dg

ou :
* R, :longueur fixe
® 79 :course prismatique
e ds : position du centre de masse de 2
1. Energie cinétique
Bras 1

1 [y
T =5 (mad; +11) 63

Bras 2

1 Y . 1 -
T, = 5m2 (;029% + 7’22) + 5129I]

Energie totale

1 L 1 .
T = 3 (myd} + I, + I + mop®] 67 + imzf;

2. Energie potentielle

Cas horizontal

donc:



3. Equations de Lagrange

d (0L 0L
I _ — T‘i

4. Premiére équation (6;)

oL . J
—_— = [mldf +I]_ +IQ + mzpz] 91
00,
donc
d (8L , . .
— (=) =[md>+ 1L +1 0] 6 o
et
06,
alors :

71 = [mud] + I + I, + map®] 61 + 2mapiab,

5. Deuxiéme équation (72)

oL )
Bry 22
donc
d [ 0L .
dt \ar, ) — T
et
JdL ‘5
—— — M pl
3?"2 m_}p
alors :

. 9
Ty = MaTs — mapl;




6. Modéle dynamique final

71 = [mud} + I + I, + map?| 61 + 2mapin6;

. 29
Ty = Mate — mapl]

avec

N
p=Ro+rs+d>

Forme matricielle

M(q)ij+C(q,q) +G(q) =T

davec:

mid? + I + Iy ~mep® 0

et

: 2my pi40
Clad) = |2y
ZFY1

G(g) =0
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ENSETM
Examen Robotique, Mai 2026
FI-GIL2

Durée : 2Heures30

Exercice 1: 4 pts
Considérons le robot PR suivant :

a b
<4—r4—> . I
= = X Xg =X
AZ1 /LZZ 2 0 1
— —
0, X1 0, X .
> I\ > M .
Z3
9 — —
s T : ZU = Zl
A ®Yo=V1 =2
AKZ))
—
0, xO
FRA AT ’

A: Variable ; a=1,5m ;b=Im
1- Donner la forme d’espace de travail du robot, puis deonner un dessin a main levée .
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4- Pour les deux configuration suivantes, donner les valeurs des coordonnées du points
M dans la base (xg, yo, Zo) :
Config1: A=Imet6,= % ; Config2: A=1,5met 0= g

Exercice 2: 6 pts
Considérons le robot SCARA illustré ci-dessous.

A\ J

4
o

A
A J

.
Z

L,
Z
%o v
0o
1- Remplir le tableau des parametres D-H.
Articulation 0i di ai Qi
1
2
3
4

2- Déterminer les matrices de transformation homogéne élémentairesTy , TZ, T5 et Ty .



4- Ecrire le modele géométrique direct (MGD) définissant la position du point P (le centre de
I’outil) par rapport au repére de la base fixe du robot.
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Rappel : La matrice DH :

—50,Ca; S9;Sq; a;Cy,

Co;
Ai-_l(q-) — AlTIAY = Se;  €0,Ca;  TC0;Sa; QiSe,
L L oo 0 Sa; Ca; d;
0 0 0 1

Exercice 3 : 10 pts

Le schéma ci-dessous représente un robot RR composé de deux bras articulés respectivement
en O et en A, de longueur a et de masse négligeable. Le robot manipule un objet de masse m
et de dimensions négligeable, la masse est concentrée au point M.

V i

k J

O




3- Si la masse manipulée est de 2kg, la longueur a est de 0.50m, donner la valeur du couple
appliquer par les moteurs pour soulever cette masse :



ENSETM
Examen Robotique, Mai 2026
FI-GIL2

Durée : 2Heures30
Corrigé

Correction exercice 1 :

Qi-

L’espace de travail est plan (x,z)

OoM = 0,0, + 0,0, + O,M
D’aprées le schéma :
1- 000, =12z,
2- 0,0,=a-x
3- O,M=b-x,
Ce qui donne :

OoM:A’Zo‘i‘a‘xl‘i‘b'xz

rojection de la base 2 (Rotation d’un angle 6, autour de y,) :
En observant la figure de changement de base:

X, = cos(6,)x; — sin(6,)z,
Comme x; = x4 et z; = z,, on obtient :

x, = cos(6;)x, — sin(6,)z,
En remplagant ces expressions dans I’équation de OyM :

OM=2-zg+a-xy9+b-(cos(8;)xy—sin(01)z,)

En regroupant selon les axes de la base 0 :
OoM = (a + bcosO,)xy + 0yy + (4 — bsinB,)z,
Q3-

Les coordonnées (Xy,, Yy, Z)s) correspondent directement aux composantes du vecteur
position calculé ci-dessus :

Xy = a+ bcos(6,)
Yy, =0
Zy = A — bsin(6,)



Avec les valeurs numériques (a = 1,5meth = 1m):

Q4-

Xy =154+ 1cos(6,)
YM = 0
Zy = A—sin(6,)

3

Configuration 1: A =1metf; =—

DN

n V2
o X, =15+ cos (Z) =15+~ 1540707 = 2,207 m

o YM=Om

V2

T

0 ZM=1—sin(Z)=1——z1—0,707=0,293m

2,21
Coordonnées Configl: M = ( 0 )

Correction exercice 2 :

Qil-

2
0,29
T
Configuration 2: A = 1,5 met 6, = o)
T
o Xy = 1,5+cos(5) =154+40=15m
o YM = Om
T
o Z, = 1,5—sin<§) =15-1=05m

1,5
CoordonnéesConfig2: M = ( 0 >
0,5

Articulation 0i d; aj 0l
1 0 L1 L2 0
2 0> 0 L3 0
3 0 d; 0 0
4 04 0 0 0




Q2-

(c; —s; 0 Lscq|
1 |51 C1 0 L281
=19 o 1 L
0 0 0 1 |
-CQ — 89 0 LgCg-
9 |82 e 0 Lssy
1 = 0 0 1 0
0 0 0 1 |
1 0 0 O]
0 1 0 O
3
1y = 0 0 1 dy
0 0 O 1_
¢y —s4 0 O]
4 S4 Cq 0 O
g = 0 0 1 0
0 0 0 1_

Q3-

cos(0y + 65 +6,) —sin(6y +60;+05) 0 Lscosb + Lscos(6; + 65)
sin(6; + 60y +0,) cos(6;+65+04) 0 Lysinf; + Lzsin(0; + 05)
0 0 1 Li+dy
0 0 0 1



Q4-
P, = L,cos(0;) + Lzcos(0; + 0,)
P, = L,sin(0,) + L3sin(0; + 0;)
P,= L, + d,

Correction exercice 3 :

Le schéma ci-dessous représente un robot RR composé de deux bras articulés respectivement
en O et en A, de longueur a et de masse négligeable. Le robot manipule un objet de masse m
et de dimensions négligeable, la masse est concentrée au point M.

L J

5 .

Description du robot
Robot plan RR a deux articulations rotatives :

e Coordonnées articulaires :
04
q =
0,
e Masse des barres négligeable,
e Masse totale m concentrée a I'extrémité M.

1. Modeéle géométrique direct (MGD)

La position du point terminal M (x, y):

x =acosf, +acos(6, + 6,)
y =asinf; + asin(6; + 6,)

2. Matrice Jacobienne :
Vitesse

x=[;] = 1@

Avec :

Et:



—asin 6, — asin(8; + 6,) —asin(6; + 6,)

J(@) = acos 6; + acos(6; +6,) acos(6; + 6;)

3. Sila masse manipulée est de 2kg, la longueur a est de 0.50m, donner la valeur du couple
appliquer par les moteurs pour soulever cette masse :
a) Force appliquée par la masse

La masse portée en Mvaut :

m = 2kg
Le poids est :
P =mg
Avec:
g = 9.81 m/s?
Donc:

P =72x981=19.62N

La force appliquée a I'effecteur est verticale vers le bas :

_ 0
F= [—19.62]
b) Couples moteurs par le Jacobien
La relation est :
t=JTF
Donne :
[Tl] _ [[11 ]21“ 0 ]
12 12 J2211-19.62
Ainsi :

T, = —19.62[acos 6; + acos(6; + 6,)]
T, = —19.62[acos(6; + 6,)]

Comme a = 0.50 m:
T, = —9.81[cos 0, + cos(0, + 6,)]
—9.81cos(6; + 6,)

Ll
N
I

c) Résultat final
Les couples aux moteurs sont :
T, = —9.81(cos 6; + cos(6; + 6,))
Et
T, = —9.81cos(8, + 6,)
Les couples sont en mN.

4. Modele dynamique par Euler—Lagrange
a. Energie cinétique
Les vitesses :
Xy = —abysin B, — a(6; + 6,)sin(6; + 6,)
yu = ab;cos0; + a(b; + 6,)cos(6, + 6,)



Apres simplification :
2 _ 22 4 2
Uy =Xy + Y

On obtient :
vh = a?[202 + (01 + 6,)% + 26,(6, + 0,)cos 6,]

Donc :

1 2
T=§va

1 : . .o
T = Ema2 [202 + (6, + 0,)% + 26, (6, + 6;)cos 6,]

b. Energie potentielle

V=mgyy
V = mgalsin 8, + sin(6; + 6,)]

c. Lagrangien

d. Equations de Lagrange
Les équations de Lagrange sont :

d/oL\ oL
E(a_é) ~ 5= 00 =12)
Equation pour 6
Aprés calcul :
ma?[(3 + 2cos 6,)0; + (1 + cos 8,)0, — sin 6,(260,6, + 62)]
+mgalcos 8, + cos(6, +60,)] =0
Equation pour 6,
ma?[(1 + cos 6,)8; + 8, + sin 6, 8] + mgacos(0; + 6,) =0

Les équations du mouvement peuvent donc s’écrire sous forme matricielle :
M) G+ C(6,8)+G(6) =0

Avec
_ 91]
q= 0,
et la matrice d’inertie :
3+ 2cosf, 1+ cosf
_ 2 2 2
M(6) = ma [1+c0592 1 ]

Les termes centrifuges/coriolis :

2 —Sin 92(29192 + 922)
sin 0,67

et la gravité :

_ [cos 01 + cos(8, + 6,)
G=mgal " s, +6,)






