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Généralités sur les robots

1.1 Définition d’'un robot (Norme ISO 8373 :2021)

Un robot est un mécanisme programmable actionné, avec un degré d'autonomie pour effectuer
des opérations de locomotion, de manipulation ou de positionnement.
L'autonomie est la capacité d'exécuter des taches prévues a partir de I'état courant et des

détections, sans intervention humaine.

1.2 Types des robots et domaines d’application

On distingue deux grandes familles de robots : les robots industriels et les robots de service.

1.2.1 Les robots industriels

On a deux groupes de robots industriels, les robots conventionnels et les robots collaboratifs ou
cobots. La nuance ce que les robots industriels conventionnels évoluent dans des zones de travail qui
leur sont propres, alors que les cobots partagent le méme espace que les travailleurs, qu’ils assistent

dans I'accomplissement de taches.

Figure 1-1 : Robot conventionnel FANUC Figure 1-2 : Cobot KUKA

1.2.2 Lesrobots de service

Un robot de service est un robot a usage personnel ou professionnel qui exécute des taches utiles pour

des humains ou des appareillages. (Norme ISO 8373:2021)

Les taches a usage personnel comprennent la manipulation ou le service d'articles, le transport, le
soutien physique, la fourniture de conseils ou d'informations, le toilettage, la cuisine et la manipulation

des aliments, et le nettoyage.
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Les taches a usage professionnel comprennent l'inspection, la surveillance, la manipulation d'objets,
le transport de personnes, la fourniture de conseils ou d'informations, la cuisine et la manipulation

d'aliments, et le nettoyage.
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Robot P Guard. Enova Robotics Robot aspirateur Xiaomi AGV (Automated Guided vehicle) OMRON
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Robot d’accueil . Enova Robotics Robot Spot Boston Dynamics Humanoide Atlas Boston Dynamics

Robot de désherbage NAIO Robot médical angiographie KUKA Robot serveur KEENON

Figure 1-3 Exemples de Robots de service

1.3 Principaux Types de robots industriels

1.3.1 Architecture générale d’un robot industriel

La plus grande famille des robots industriels sont les manipulateurs. Un manipulateur est un
mécanisme généralement composé d'une série de segments, articulés (liaison pivot ou rotoide) ou
coulissants (liaison glissiére ou prismatique) les uns par rapport aux autres.

Le robot industriel inclut :

— le manipulateur, y compris les actionneurs du robot commandés par la commande du robot ;

— la commande du robot ;

— les moyens permettant de faire apprendre et/ou de programmer le robot, y compris toute interface
de communication (matériel et logiciel) (Figure 1-4).



Interface de % Asservissement
communication = Amplification
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»| Actionneurs

Partie opérative ——!

Chaine cinématique

4

Transmission

\ 4

Capteurs proprioceptifs

Figure 1-4 : constitution sommaire d’un robot industriel

La chaine cinématique d’un manipulateur

sériel a une structure a chaine ouverte. Elle est

composée des deux parties :(Erreur ! Source d

u renvoi introuvable.)

- Le porteur, constitué des trois premieres
liaisons mécaniques ;

- Le poignet, constitué du reste de liaisons
et se termine par I’Organe Terminal OT.

N.B : Le préhenseur, fixé sur I'OT ne fait partie

du manipulateur (Norme I1SO 8373 : 2021)

1.3.2 Robot cartésien

Préhenseur

p——

|
|
i
= | )
IPorteu]i | € Poignet >

Manipulateur

< Ll

Figure 1-5 : Structure mécanique d’un
manipulateur sériel

Les robots cartésiens effectuent uniquement des déplacements de translation selon les 3 axes.
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Figure 1-6 : robot cartésien PPP
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Figure 1-7 : Robot cartésien IAl


https://www.directindustry.fr/fabricant-industriel/robot-cartesien-63269.html
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Ces robots permettent une précision de positionnement élevée dans tout I'espace de travail (de
I'ordre de quelques microns pour des portées de déplacement faibles). Pour cette raison, la
plupart des machines de mesure tridimensionnelle sont fabriquées avec cette structure. Ces
robots peuvent atteindre des tailles importantes grace a leur structure modulaire. Un robot
cartésien peut servir tout un parc de machines a la fois. Dans le cas ou les charges (payload)
manipulées sont tres élevées, La structure en portique est la mieux appropriée.

Dans l'industrie, les robots cartésiens sont trés utilisés dans :

Les opérations d’assemblage qui nécessitent un positionnement trés précis ;

L’asservissement des machines-outils (chargement/déchargement des piéces usinées et
changement d’outil) ;

Les opérations de pick-and-place pour les presses a injecter.

Figure 1-8 : Robot KUKA KR 600L jusqu’a 600 Kg, 45 m de déplacement, répétabilité + 0,3 mm.

1.3.3 Robot SCARA

Un robot SCARA est un manipulateur comprenant deux articulations pivots a axes paralleles qui
assurent une complaisance dans un plan donné (plan (¥ ,y ) dans le cas de la Figure 1-9). SCARA vient
de « Selectively compliant arm for robotic assembly » ou « Selective Compliance Articulated Robot

Arm » (Bras robotisé d’assemblage a mobilité sélective).

La complaisance est définie comme le comportement souple d'un robot ou d'un quelconque outil
associé, en réaction aux forces externes exercées sur lui. Quand ce comportement est indépendant de
toute rétroaction due a des données de capteurs, il est appelé complaisance passive ; sinon il est

appelé complaisance active.
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‘ Payload: 5,5 Kg
Reach: 0,63 0,8 m
¥ Rep:+ 0,017 mm

Figure 1-9 : Porteur RRP (SCARA) Figure 1-10 : Robot SCARA eCobra “OMRON”

Les robots SCARA sont plus rapides et plus flexibles que les robots cartésiens. La plupart des robots
SCARA sont fabriqués avec quatre degrés de liberté (RRPR). lls sont utilisés pour des opérations
d’assemblage simples qui n’exigent pas une orientation complete (dans |'espace) des piéeces
manipulées. Essentiellement aprés un positionnement dans le plan (X ,y ), grace aux deux premiéres
rotoides, lls sont notamment remarquables pour leur capacité a effectuer des opérations de montage
vertical en utilisant le déplacement de I’axe Z et éventuellement la rotation autour de I’axe Z. Dans ces
conditions le robot SCARA posséde une répétabilité plus précise et il est moins onéreux que les robots

articulés.

1.3.4 Robot articulé

Un robot articulé est un manipulateur comprenant au moins trois articulations rotoides. Les robots
articulés commercialisés ont 4 a 7 axes. La quasi-totalité des robots articulés commercialisés ne
comportent que des liaisons rotoides et sont de 4 a 6 axes. lls sont composés de deux parties : le
porteur comprenant les trois premieres liaisons et le poignet comprenant de 1 a 3 liaisons. Le porteur
du robot est construit sur la base d’un bras humain il est dit « anthropomorphe » (Figure 1-11).

Selon le type d’utilisation, le nombre des liaisons du poignet varie de 1 a 3. Le poignet a 3 liaisons
rotoide d’axes concourants au méme point est appelé poignet sphérique vu que la liaison équivalente

aux 3 liaisons est une liaison sphérique (Figure 1-12).

Lorsque le nombre des liaisons dépasse le nombre de 6 le robot est dit redondant. Un robot redondant
est capable d’atteindre n’importe quelle position et orientation malgré I'existence des obstacles.

Ces robots sont plus difficiles a programmer que les autres robots et sont également plus chers.


https://www.directindustry.fr/fabricant-industriel/robot-scara-74147.html
http://guide.directindustry.com/wp-content/uploads/6076-11948967-2.jpg
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Coude (Elbow)

6 (OT)

Epaule (Shoulder)

|Hanche (Waist) Tangage m
(Pitch) ¥

Rouli
(Roll)

Figure 1-11 : Porteur RRR anthropomorphe Figure 1-12 : Poignet sphérique

Les applications de ces robots sont trés variées. lls sont tres utilisés dans les chaines de production
pour des taches demandant de 4 a 6 degrés de liberté comme le soudage, la manipulation, la
palettisation, le chargement, la peinture, le montage etc... Dans le cas ol I'environnement de travail

du robot peut comporter des obstacles a éviter, un robot redondant a 7 axes est recommandé.

1.3.4.1 Robot de palettisation a 4 axes

La palettisation est le procédé logistique qui consiste a placer des objets sur une palette afin d'en
unifier la charge et faciliter son transport par les différents équipements de manutention. Cette tache
nécessite en général 4 libertés dont 3 déplacements linéaires dans I'espace et une orientation autour

de I'axe vertical. La Figure 1-13 montre un robot de palettisation a 4 axes du fabriquant ABB.

.
|
-
r

Figure 1-13 : Robot de palettisation 4 axes ABB IRB 660

Les actionneurs sont reportés a la base du robot, diminuant ainsi les masses globales en mouvement.
Pour transférer le mouvement vers I'articulation concernée une boucle cinématique en

parallélogramme est insérée pour transmettre le mouvement moteur a I'articulation 3 (Figure 1-14)


https://www.mecalux.fr/cours-logistique-entrepot/palette
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Rotation 8, et
(3) translate

Rotoide 2/1: active ,
—| Rotoide 3’/1: active Z
Pas de liaison entre 3’ et 2

Figure 1-14 : Boucle en parallélogramme

1.3.4.2 Robot collaboratif "Cobot" 7 axes :

Le mot Cobot est la contraction du terme « robot » et « collaboratif. Si les robots industriels évoluent
dans des zones de travail qui leur sont propres, les cobots partagent le méme espace que les
travailleurs, gqu’ils assistent dans I'accomplissement de taches. La cohabitation Homme-cobot est
rendue possible car les robots collaboratifs sont équipés d’un systeme de sécurité sophistiqué qui
surveille tout ce qui se passe entre eux. Selon les informations regues de ses différents capteurs, le
cobot controdle les trajectoires, les forces et les vitesses de fagon a sécuriser les utilisateurs dans son
environnement. Le 7éme axe de mouvement leur permet d’éviter des obstacles en planifiant des

trajectoires alternatives.

Leurs faibles co(ts d’intégration et de démarrage, leur prise en main et leur programmation simplifiés
grace au mode d’apprentissage et leur flexibilité relative sont les principaux avantages de leur
utilisation. Cependant, leurs principaux inconvénients sont leurs normes de sécurité séveres et les

charges relativement faibles qu’ils peuvent manipuler.



Ch1. Généralités sur les robots

Aujourd’hui les cobots sont utilisés dans la production industrielle notamment dans le secteur

automobile et dans le domaine médical, en particulier dans la chirurgie.

Figure 1-15 : Cobot assistant de polissage

1.3.5 Robot paralléle delta

Un robot paralléle est un robot ol I’OT appelé plateforme mobile est lié a la base par trois chaines
ouvertes souvent identiques. Leurs avantages majeurs sont la rigidité et la précision des
mouvements. Cependant leurs espaces de travail sont beaucoup plus réduits que les robots sériels.
Le robot paralléle industriel le plus connu est le robot DELTA, parfois appelé Spider, a trois degrés

de liberté en translation.

Figure 1-16 : Robot Translateur DELTA Figure 1-17 : Robot Delta « FANUC”
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Chacune de trois chaines comporte un parallélogramme qui a pour effet d’éliminer la rotation de la
plateforme autour d’un axe. Les 3 parallélogrammes montés a 120° empéchent tout rotation de la
plateforme mobile et n"autorisent qu’une translation dans I'espace

Vu que les moteurs sont montés sur la base fixe, la structure du robot Delta est tres légére et offrent
des mouvements a des grandes vitesses a une grande précision. Cependant, les charges manipulées
varient le plus souvent de 10g a 1 Kg et peuvent atteindre 12 Kg. Ces robots industriels sont tres utilisés
dans l'industrie agroalimentaire, I'industrie pharmaceutique et électronique, ou pour les opérations
de pick-and-place sur des objets légers et sont la solution idéale pour les taches d’assemblage et
d’emballage a faible charge utile.

Certains constructeurs ajoutent un poignet de 1 a 3 rotoides, fixé sur la plateforme pour permettre

I’orientation de I'objet manipulé.

1.3.6 La préhension

C’est la faculté ou I'action de saisir des objets avec la main. Un préhenseur est un composant fixé sur
I’OT du robot. Il assure la saisie de I'objet a manipuler. Il doit donc s’adapter a cet objet et fournir
I’effort nécessaire pour 'immobiliser. Les principaux préhenseurs sont :

- Les pinces a deux ou plusieurs doigts (Figure 1-18 et Figure 1-19)

- Les préhenseurs a ventouses pour les toles, feuilles ... (Figure 1-20)

- Les préhenseurs magnétiques (Figure 1-21)

— -«

Ry

Figure 1-18 : Pinces a deux doigts


https://www.directindustry.fr/fabricant-industriel/robot-industrie-agroalimentaire-118890.html
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Figure 1-21 : Préhenseurs magnétiques

1.4 Les modeles de commande d’un robot

Les paramétres de commande d’un robot sont les efforts C, les déplacements q et les vitesses q. Le

déplacement de I'OT dans I'environnement opérationnel (repere R,) est défini par le vecteur X.

10



Interface

Traitement

Asservissement

Actionneurs

:} Transmission

Les modeles de commandes sont résumés dans le tableau suivant
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Tableau 1-1
Modele Sens direct Sens inverse
Géométrique X=f(q) q=FX)
Cinématique X=f@ q = F(X)
Dynamique XX X=f( C=7(X.XX)

1.5 Etapes de conception d’'un robot

Etape 1 : définition rigoureuse du CDCF (taches a effectuer, parametres ...)

Etape 2 : étude de la structure articulée :

Etape 3 : étude de la gestuelle du bras

- Schéma cinématique

- Paramétrage, variables, hypothéses

- Modeéles de commande

- L’évitement des obstacles

- Les acces a la tache

- Le dégagement du préhenseur

Etape 4 : I'analyse de coopération et de I'implantation sur site

Etape 5 : étude des transmissions et des couplages mécaniques

Etape 6 : étude des asservissements, des systemes de sécurité...

1.6 Critére de choix d’'un robot sériel

1.6.1 Degré de liberté

C'est le nombre d’articulations actives du robot. Les plus commercialisés sont les robots 6R car ils

s’adaptent bien a la plupart des taches industrielles. Les intervalles du déplacement pour chaque

articulation sont primordiaux dans le choix du robot.

11



1.6.2 Espace de travail

C’est I'espace balayé par le point de

référence du poignet.

1.6.3 Répétabilité

Ch1. Généralités sur les robots

Zusatzlast
Supplementary load
Charge supplementaire

N, 170

150 §

Traglastschworpunkt P
Load center of gravity P
Centro de gravité P

Stérkantenradius des
Ant

jus of the

Rayon bords perturba
teurs bride de fixation

350

Figure 1-22 : Espace de travail d’u robot 6R

C'est I'erreur maximale de positionnement (ou d’orientation) répété de I'OT en tout point de son

espace de travail.

y X

v

Pose désirée

Répétabilité

Exactitude angulaire

angulaire

Angle

Angle commandé

moyen

Figure 1-23 : répétabilité de position et d’orientation

1.6.4 Vitesses maximales

La vitesse maximale et I'accélération de chaque axe dans la position la plus défavorable.

1.6.5 Charge utile

C’est la charge maximale qui peut manipuler le robot sans dégrader la répétabilité et les performances

dynamiques.

12
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1.7 Motorisation et transmission de puissance pour les robots
industriels :

Ce paragraphe étudie la motorisation et présente quelques techniques utilisées pour la transmission

des puissances pour les robots industriels.

1.7.1 Motorisation

Figure 1-24 : Servomoteur ACOPOS B&R automation

Le moteur le plus utilisé pour la robotique industrielle est le servomoteur synchrone AC. Un
servomoteur synchrone AC est un moteur électrique congu pour fonctionner a une vitesse précise,
synchronisée avec la fréquence de l'alimentation électrique. Il est couramment utilisé dans les
applications nécessitant un contréle précis du mouvement, telles que la robotique et les machines
CNC.
Principe : Le rotor du servomoteur synchrone tourne a la méme vitesse que le champ magnétique
tournant créé par le courant alternatif dans le stator.
Avantage :

e Rendement élevé.

e Précision de positionnement.

e Vitesse de réponse rapide.

e Faible inertie.

Motorisation des cobots :

Pour les cobots, les moteurs sont placés directement sur I'articulation afin de :

- Compacité et intégration,

- Réduction de la transmission mécanique
- Mesure directe du couple

- Controle plus précis

13
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Le choix d’intégrer le moteur dans Uarticulation simplifie énormément la mesure de couple et le
contréble, ce qui est indispensable pour un cobot collaboratif.

La conséquence de ce choix est la disparition d’un poignet sphérique pour le robot car il est tres
difficile d’intégrer le moteur aux articulations de poignet et garantir des axes concourants comme

pour UUniversal Robot de la Figure 1-25

%
3 |

Figure 1-25 : Universal Robot UR5e

1.7.2 Transmission de puissance mécanique :

Un réducteur mécanique est nécessaire pour avoir la vitesse maximale souhaitée au niveau de la
transmission et supporter la charge dynamique et statique. Dans la robotique industrielle (bras
manipulateurs, robots collaboratifs), le choix du réducteur est critique, car il conditionne la
précision, la rigidité et la capacité a supporter de lourdes charges. Les types de réducteurs les
plus utilisés sont :

1.7.2.1 Réducteur harmonique (Harmonic Drive)

Rigid wheel

Flexible wheel

Wave aenerator

Figure 1-26 : Réducteur harmonique

14
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Figure 1-28 : Organes du réducteur harmonique

Il est composé de (Figure 1-26 et Figure 1-28)

e Générateur d'ondes (Wave Generator) : C'est un composant ovale entrainé, placé a I'entrée
du réducteur.

e Bague flexible (Flexspline or flexible wheel) : Une coupelle élastique avec une denture
extérieure. Le générateur d'ondes la déforme pour créer un mouvement elliptique.
e Bague fixe (Rigid wheel) : Une bague annulaire a denture intérieure, qui entoure les deux

autres composants.
Le générateur d'ondes déforme le « Flexspline », le rendant elliptique. Le Flexspline entre alors en
contact avec le Rigid wheel a denture intérieure (Figure 1-27). Comme le Flexspline a deux dents
de moins que le Rigid wheel, sa rotation entraine un mouvement relatif. Le Rigid wheel restant
fixe, la rotation du générateur d'ondes provoque un mouvement qui est a la fois réduit en vitesse

et inversé par rapport a l'entrée.

e Avantages:
= Tres grand rapport de réduction (jusqu’a 1: 300) en un seul étage.
= Trés grande précision (jeu quasi-nul < 17).
= Compact et léger.

¢ Inconvénients:

15
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= Moins efficace a haute vitesse.
= Usure du flexspline a long terme.
e Usage:
= Bras de robots collaboratifs (UR, KUKA iiwa).
= Articulations des humanoides (Boston Dynamics, robots de recherche).
= Axes nécessitant haute précision et compacité.

1.7.2.2 Réducteur cycloidal (Cycloidal Drive)

Un réducteur cycloidal se compose de quatre éléments ( Figure 1-29):

e Un arbre excentrique qui transmet le

Eccentric Bearing Ring gear Pin / Roller

mouvement d'entrée ;

Center of

Cycloidal Disc Cycloid Disc

¢ Undisque cycloidal qui est monté sur
Eccentricity .
. I'arbre excentrique ;
e e Un engrenage a disque cycloide ;

Double Eccentricity

e Un arbre de sortie.

Center of

Output shaft Pin / Roller
Gearbox

Figure 1-29 : Réducteur cycloidal

L'arbre est déplacé par des goupilles agissant sur les trous du disque cycloide. La rotation de I'arbre
excentrique entraine la rotation du disque cycloidal, qui s'engrene avec I'engrenage cycloidal (Figure
1-30). La rotation du disque déclenche le mouvement des goupilles dans les trous du disque cycloidal.
Cet accouplement orifice-goupille permet a l'arbre de sortie de tourner. La vitesse de rotation de ce
dernier est définie par le rapport de transmission i=z1/z1+z2, ol z1 est le nombre de rouleaux sur le
disque cycloidal et z2 le nombre de lobes sur la couronne.

Figure 1-30 : Fonctionnement du réducteur cycloidal

e Avantages:
= Trésrobuste et durable (peu sensible aux chocs).
= Peut supporter de forts couples (utilisé dans les gros robots industriels).
= Jeuréduit (presque nul avec précharge).
e Inconvénients:
=  Plus volumineux que les harmoniques.
= Vibrations possibles a grande vitesse.
e Usage:
= Robots industriels lourds (KUKA, FANUC, YASKAWA, ABB).

16
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= Axes ou le couple est prioritaire (ex : base, épaules, axes 1-3 des robots 6 axes).

1.7.2.3 Réducteur planétaire

PLANETS

Figure 1-31 : Réducteur planétaire

e Principe : engrenage central (soleil) entraine des satellites qui engrénent avec une
couronne fixe.
e Avantages:
= Bon compromis entre précision, compacité et codt.
=  Couple correct et efficacité élevée.
=  Plus économique que cycloidal/harmonique.
e Inconvénients:
= Jeu mécanigue plus important (mais peut étre réduit avec versions de précision).
e Usage:
= Axes moins critiques en précision (effecteurs, axes secondaires, AGV/AMR).
= Actionneurs modulaires de robots mobiles.

1.7.2.4 Comparaison

Jeu
Type Couple max Précision | Taille | Colt Usage typique
backlash
Comp Articulations précises (poignet,
Harmonique Quasi nul Moyen ++++ +++
act humanoides)
Plus
Cycloidal Faible Tres élevé +++ ++ Axes lourds (épaules, base)
gros
Comp
Planétaire Moyen Moyen a élevé ++ + Robots mobiles, axes secondaires
act

1.7.2.5 Réducteur roue et vis sans fin
Les réducteurs roue et vis sans fin sont largement utilisés dans les articulations des robots
industriels pour assurer un contréle précis des mouvements et du positionnement. Leur capacité

a fournir des rapports de réduction élevés dans un encombrement réduit les rend idéaux pour les
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actionneurs ou l'espace est limité. Leur fonction autobloquante permet aux robots de maintenir
une position spécifique sans alimentation continue des moteurs, ce qui est crucial pour la
stabilité lors de taches de précision. Dans les robots dédiés a la manutention (Figure 1-32), ces
réducteurs sont utilisés pour manipuler des charges lourdes avec précision, comme dans les
bras robotisés pour l'assemblage ou le chargement/déchargement de matériaux. Leur couple
élevé et leur capacité d'autoblocage en font un choix sQr pour les applications de levage, évitant
tout mouvement non désiré en cas de panne de courant. Leur utilisation est moins fréquente
dans les robots 6 axes modernes en raison de leur rendement énergétique réduit (souvent autour
de 50-60%) et de leurs besoins de maintenance. Cependant, ils sont encore employés dans des
applications spécifiques ou leur autoblocage est un avantage de sécurité, comme pour maintenir

une position sans alimentation.

Reducer for axis 3

(RV reducer) Smalligm

Triangular bracket arm . Connecting rod 2

Wrist

e Reducer for axis 4

-
\\ (Harmonic reducer)

Output flange

Connecting rod 1

Big arm Worm Worm wheel roller

Reducer for axis 2
(ZHPRER)

Base of connecting rod
Reducer for axis 1

(ZHPRER)

Worm wheel
Mounting base

Figure 1-32 : Robot de palettisation a réducteur a roue et vis sans fin (axes 1 et 2)

1.7.3 Transmission de puissance pour le poignet sphérique :

Dans un robot industriel, le poignet sphérique doit transmettre la puissance mécanique
provenant des moteurs (souvent situés a la base ou au niveau du bras) vers les articulations

compactes du poignet.

Motoris{io:

déportée
Poignet

sphérique

Figure 1-33 : Poignet sphérique KUKA
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Les moteurs nécessaires pour la commande du poignet sont déportés sur le dernier bras du porteur.
Un systéme de transmission de puissance mécanique particulier est nécessaire pour commander le
poignet sphérique. Chaque constructeur possede sa propre technologie.
Les principaux solutions industrielles pour transmettre la puissance sont :

e Double joint de cardan( Figure 1-34) suivi par une courroie crantée (Figure 1-35)(KUKA).

e Engrenage coniques (Figure 1-36).

Nema 17

Limit Switch
Module

\ Helical
Reducer Ball Bearing
MR 2632Z

Figure 1-35 : Transmission par courroie crantée

|
i
o

/{Z

o -
ey s
VRN \\:—"T:-—E_'—’ q
P /\__'~—~/;s',/ A \\ ’/
// } e
Ry 7/} 7 >
AR A AL AT E TV LA N A RRA SR (22 1Y . ) ] = "
m 1. === s N
AORKRANAAVRRARARAAMARA RN N IR RANY | 2 Lk =) ] o L > N
N B
/
%o

Figure 1-36 : Transmission par engrenages coniques
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2.1 Introduction:

Programmer un robot revient a imposer a I'organe terminal (OT) une ou plusieurs positions dans
I’espace. On dit que I'on spécifie la situation instantanée de I'OT dans I'espace opérationnel. Pour
atteindre la position désirée (défini par X) le robot prend une configuration donnée dans son espace
articulaire (défini par q).

Les modeéles géométriques, direct (MGD) et inverse (MGI) expriment les coordonnées de la situation

instantanée de I'OT X en fonction des parametres articulaires q et inversement.

2.2 Représentations des transformations et mouvements rigides :

2.2.1 Définition de l'orientation d’un solide :

2.2.1.1 Matrice de rotation :
Soit deux repéres orthonormés directs Ry(0g, %o, Vo, Zy) et

Rl (00, J-C)l, }-}1, Zl) (Figure 2'1)

5 )\ N . - — - . -
7 o 7 Ona x; = cosO xy + sinf y,
Yy, = —sinf X, + cosf y,
2 En écriture matricielle on obtient :
1
>\ R Xy cos® sin 0][%o Xo
‘9 Ko yi| = |-sin@ cos8 0||¥o|=[Mp] |70
0 o o 1|z

Figure 2-1: rotation d’un repére
La matrice M,, qui permet de passer de Ry a R, s’appelle

matrice de passage.

Soit le vecteur V défini dans R, par VRl =V, % + . Dans R, ce vecteur sera

R cos6 —sinf 0 cosf —sinf 0 . .

Vg, = Vx|sinB |+ V| cos@ |+V;|0| = [sinf cos@ y ou Vg, =R0z,6) Vg,
0 0 1 0

La matrice Rz, ¢)est la matrice de rotation d’angle 6 autour de 0Z,.

De la méme fagon :



Ch2. Géométrie des robots sériels

[1 0
La matrice Rz, 9) de rotation d’angle 6 autour de 0%, est Roz,0) = |0 cos6
0 sinf
[ cos6 O
La matrice Ry, ) de rotation d’angle 6 autour de 0y, est R03,0) = 0 1
|—sinf 0

2.2.1.2 Matrice de rotation composée :

0
—sinf
cos6@ |
sing1
0

cosf]

Soit deux rotations successives, de ¢ autour de Z, puis de 6 autour de X, (Figure 2-2)

Zo
Y
Xy
7o
Figure 2-2

: 2 rotations successives

Vr, = ViXs + V)Y, + V2,

I7R1 = [1R2]VR2

Voo = [ "RilVi, = [ °Ru][ 'R2]Vi, = [ °R.]Vk,

ORZ (on omet les crochets pour simplifier I'écriture) est la matrice de rotation du repére R, par rapport au

repere Ry. Elle est égale a

cosp —sing 071[1 0
°R, = R(0z,,0)- Roz,,0) = °R;. 'R, = sing cosp O [0 cosO
0 0 1110 sinf
cosqp —cosl sing  sinf sing
= |sing cosO cosp —sinf cose
0 sinf cos6

0
—sin6
cosf

Ceci nous permet de conclure que pour n rotations successives par rapport aux nouveaux axes, la

matrice ORn de rotation du repére terminal par rapport au repére fixe est égale a

°R, = °R,. 'R, ...

n-1
Ry

ORn est le produit des matrices de rotations de la premiére a la derniére.

2.2.1.3

Application aux angles d’Euler

Les angles d’Euler (Figure 2-3) décrivent une orientation quelconque d’un solide par 3 rotations

successives :
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- la premiére rotation est la précession Y autour de 0Z, (précession : mouvement de I’axe d’un
corps en rotation sous I'effet d’un couple L a cet axe)

- la deuxiéme rotation est la nutation 6 autour de 0X; (nutation : léger balancement de I'axe
de rotation de la terre autour d’un axe moyen)

- latroisiéme rotation est la rotation propre ¢ autour de 0z,

w V1 A Z )73
> 7 ° Y >
Yo 6 > vy
— 7, Y2
Y o y
y
> @
J_C’OV Xy Figure 2-3 : les angles d’Euler % Y X3

La matrice °R; relative 2 ces trois rotations sera °Rs = R(oz,y)- R(0z,6)- R(0z,,0)= "R1- 'Ra. *R3

On obtient :
cosy cosp — sinp cosO singp —cosy sing — siny cosO cosp  siny sinf
0R3 = |siny cos@ + cosy cosO sing —siny sing + cosy cosO cosp —cosy sinf
sin@ sing sinf cos@ cos6

2.2.1.4 Détermination des angles et des axes de rotation a partir de la matrice de rotation

2.2.1.4.1 Détermination des angles d’Euler

(711 T2 T13
21 T22 T23|. Lamatrice Q des 3 rotations d’Euler est
731 T32 733

Soit °R,,

[cosy cosp — sinp cosl sing —cosy sing — sinp cosl cosgp  siny sinf
Q = |siny cose + cosy cosO sing —siny sing + cosy cosO cosp —cosy sinf
sinf sing sinf cos@ cos6

Nous pouvons déduire par identification que
e Llanglep tang = s
732

On déduit ¢ = tan™! :3—1, on obtient deux solutions ¢ et p, = @, + 7
32

e Ll'angle @ sinf = r3;sing +r3,co5¢ et cosl =133
On déduit 6 = atan2(r33,131Sing + r3,cosQ)
e Ll'angley

COSY = 111C0SP — T1,5InE
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siny = 1,,CO0SQP — 15,5inQ

On déduit Y = atan2(r;1€C0SQ — 11,SINQY ,T51COSQ — T5,SIiNP)

2.2.1.4.2 Détermination de I'angle et 'axe de rotation a partir de la matrice de rotation
Pour toute rotation dans I’espace, nous pouvons trouver une rotation équivalente d’un angle 8 autour
d’un axe ¥ (Figure 2-4). Pour pouvoir trouver cette rotation équivalente, calculons en premier lieu sa

matrice de rotation.

N, 17 1}) )# a
\'\ C P
N.C
C. 5
PNy ® !
- — P’\
Z A u ~ a
a _a’l . .. a .
b u
P p’ a
0 >
y 0

Figure 2-4 : rotation d’un vecteur autour d’un autre

Soit le vecteur U’ le vecteur obtenu aprés rotation du vecteur 1, d’un angle 8 autour du vecteur
unitaire U .
7 . -7 - ;] > —
Nous pouvons écrire : u =u+ PP =u+Au
- )z . - ¢ ¢
Au peut s’écrire comme la somme des deux vecteurs : Au = by + b,

51 est perpendiculaire au plan OCP et donc porté par (¥ A 1). Nous avons
b, = a sinf =(||d||sina)sinf

or ||u]|sina = ||¥||||u]|sina = ||# AU]| = a, d’ou

VAU

_,—_,” = sinf (17/\17)

lvAu

o
D’autre part la norme du vecteur b, est égale a

b, = a(l — cosB)

b; = a sinf

o
Ce vecteur est a la fois perpendiculaire & ¥ et a b;, et donc porté par le vecteur unitaire
VA (DAU)

a

Ce qui permet d’écrire
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by = (1— cosO) (DA (B AL))
Revenons a I'expression de Ui’, qui s’écrit
@' =1+ by + b, = Ui+ sind (BAL) + (1 — cos8) (¥ A (FAL))

Cette derniere formule est appelée formule de Rodrigues, elle s’exprime sous forme matricielle par

2 2
0 —V3 Vo —V3 — Uy V1V, VU3
i =[Mi+sin8|vs 0 —v|ti+(1—-cosd)| v, —vi—vi vy |U
- 2 2
Va2 1 0 VU3 VU3 V5 — Vi
Ou encore
= —
u = R(17,9) u
Avec Rz 9) égale a
2 2
0 -v3 v, —V3 — V3 V1V, V1V3
Rgey=|[+sin6|vs 0 —vi|+(1—cosO)| vv, —v3 —v? VU3
— 2 2
) %1 0 V1V3 VU,V3 —V; — Vg

Voyons comment trouver maintenant le vecteur ¥ et I'angle 6 a partir de la matrice [A].

11 Ti2 T3
Soit [A] = |T21 T22 T23

31 T3z T33

Latrace de A est tr[A] = 11 + 13y + 133

Dans la formule de Rodrigues nous avons

tr[l] =
0 -v3 vy
tr| v3 0 —Vq| = 0
-v, 1 0
—vi —v} V12 V1V3
tr| vv, —v2 —v? vov; | = -2+ vi+vi)=-2
N V, U3 —vZ —v?

Ce qui signifie que
tr [A] =3 —2(1 — cosf) = 1+ 2cos0O
Et par suite

tr[A] — 1
0 = +arccos >

D’ol le vecteur ¥ et I'angle 8 sont définis seulement a un signe prés. Déterminons maintenant le
vecteur .

Toute matrice [A] peut se transformer en une partie symétrique [A5Y™] et une partie antisymétrique
[A4t] tel que
[A] — [Asym] + [Aanti]

Avec
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1
[4=m) = = ([4] + [A]")

. 1
[aene] = = ([A] - [A]T)
Les matrices [A] et [A]~! = [A]” correspondantes aux rotations R(,9) et R(_y _g) sont transposées.

Par conséquent, elles ont les mémes parties symétriques car

1 1 1
[4™] = = ([4] + [A]7) = 2 ([AT)T + [4]") = 2 (A7) + [A]7)
En contrepartie, R(;g) et R(_3_g) ont des matrices antisymétriques opposées car
1 T 1 TNT T 1 —INT -1 1 -1 —1NT
S (Al = [A1) = Z (A" — [A]D) = S (A7) — [A]7) = == (A7 = (417D
Donc pour déterminer le signe du vecteur ¥ avec I’angle 0 fixé ou vice-versa, on peut regarder la partie

antisymétrique de la matrice de rotation.

D’apres la relation de Rodrigues nous pouvons constater que la partie antisymétrique de Rz gy est

0 -v3 vy
bien sinf | v3 0 —v4 | car les deux autres parties sont symétriques. Nous pouvons écrire que
-v, 1 0

1 0 -v3 v,
E([A] —[A]") = Sine[ V3 0 —vll
-v, 1V 0

Nous pouvons ainsi déduire par identification que

U1 1 T32 — 123
sinf |V2| = =[T13 — 131
v 2
3

21 — T2
Finalement
[171] 1 [7”32 - sz
V2| = — T3 —T31
VU3 Zsind 21 — T2
Exemple :
2 12 4
25 25 5
: ; |12 16 3
Soit la matrice [4] = = 32 3
A )
5 5
Oncalcule 8 : 0 = tarc costr[‘zﬁ = tarccos0 =0 = i—%
_0 0 4_
5
) 1 3
A =Sl - =0 o
4 3 0
5 5 ]
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. .. Vi . - -
Si nous choisissons 8 = -3 = sinf = —1, le vecteur v correspondant sera v =

S ulbui|w

2.3 Déplacement rigide, Matrice homogene :

Y

Figure 2-5 : déplacement rigide d’un vecteur

Les coordonnées du vecteur P dans le repere fixe i sont définies par P; = 0,0, + ’R]-.Pj ou

encore
Xi x]-
Vi Yj
zZ; Zj

Cette opération d’addition et de multiplication peut étre rassemblée en une seule multiplication

"2 "3 Xj

T2 T23 Vj

7"31 7"32 7’33 Zj
1

Cette matrice de dimension 4 est dite matrice homogene. Elle est notée iTj et est composée de 4

ri2 Ti3
b+ |T21 T22 T23
r33 T3z T33

matricielle comme suit

a o Q

U=

‘R; olo,]
0

Comme exemples nous pouvons noter les deux cas particuliers suivants :

. i _
parties 'T; = [

i1 Tz Tz 0
Ty Taz T2z O
r3y T3z T3z O

0 0 0 1

- Cas de rotation simple iTj =
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- Cas de translation simple iTj =

=N eNen s
(=N el e
o R OO
=0 o Q

2.4 Composition des transformations homogenes :

Soit les trois transformations homogénes de la Figure 2-6

R,
A _— 0, 4\4 e P
R, R,
VA
05

Figure 2-6 : 3 transformations homogeénes successives

OnnoteO,P = P

R;

~

_

P, =0,0; + *R;P3 = [”12] = [ 214] [”13]

Py =0:0;+ 'RP, = [P = ['n.][P2] = ['n.] *ns] [P3]

Po=000; + °riPy = [Po] = [°ni][Fa] = [n][ 7all *rs][Fs] = [ ons][Fs]
La matrice homogene de n transformations successives est le produit des matrices homogenes en

commencant par la premiére jusqu’a la nié™me [ OTn] = [ OTl][ 1T2] ["_1Tn]

2.4.1 Exemples d’application :

Exemple 1 : Trouver La matrice homogene relative aux transformations : R(pz, a)- R(0z,,0)- TT(ab,c)

cosa —sina 0 O][1 0 0 0]/ 0 0 a
0 _ [0 1 21 _|sina cosa 0 O0f|0 cosp —sing O[]0 1 0 b
T3 =[Nl '] *T] = 0 0 1 0||0 sing cosp O|[0 0 1 ¢
0 0 0 1f10 0 0 1110 0 0 1
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cosa —sina cosg sinasing acosa — b sina cosg + c sina sing

o — sina  cosacosep —cosasing asina — b cosa cosg — c cosa sing
3 0 sing cosQ b sing + c cose
0 0 0 1

Exemple 2 : Trouver La matrice homogene relative aux transformations suivantes réalisées dans le

repere fixe TT(r,o,o)R(ozo,a)- Tr(o,o,d)

1 0 0 O][cosa —sina 0 O0][1 0 O r
o_o1z_01005macosa000100
T3_[T1][T2][T3]_001d 1 0o|lo 0 1 o0

0 0 0 1 0 1]1lo0 0 0 1

cosa —sina 0 7rcosa
_|sinda cosa 0 rsina

0 0 1 d

0 0 0 1

Exemple3 : Trouver La matrice homogene relative aux transformations R oz, «)- T7(r,0,0)

cosa —sina 0 O 0 0 r cosae —sina 0 7rcosa
0 _ [0 171 _ |sina cosa 0 0 0 1 0 0| _|sina cosa 0 rsina
T, =["n]['r] = 0 1 0/lo o0 1 ol | O 0 1 0

0 0 1]10 0 0 1 0 0 0 1

Exemple 4 : Trouver La matrice homogene relative aux transformations T7 (0,0 R(07,,a)-

1 0 0 r]l[cosa —sina O cosa —sina 0
O0p _JO 1 10 1 O||sina cosa O 0 sma cosa 0
T ="l TZ]_O 0 ol| o 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0

O = O
_ o o

2.5 Paramétrage de Denavit-Hartenberg :

Figure 2-7 : Paramétrage de Denavit-Hartenberg
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Le paramétrage de Denavit- Hartenberg (D-H) décrit les transformations rigides pour I'obtention du

repere R; lié au solide §; a partir du repére R;_; lié au solide S;_;.
2.5.1 Définition des axes

- L'axe Z; est I'axe de la liaison L;,4

- L’axe X; est 'axe normale a Z;_; et orienté de Z;_, vers Z;

- L'origine de R; est le point d’intersection de I'axe Z; avec I'axe X;

N

- Vi = Z)i /\Yi
2.5.2 Parametres de D-H

lls décrivent la transformation rigide de R;_; vers R;. Ces parametres sont :
- Rotation R(z,_, 9, : 6; angle entre ¥;_; et X; autour de Z;_; . C'est I'angle entre deux éléments
consécutifs de la chaine ouverte (Figure 2-8)
- Translation Trz,_, a4
- Translation Tr (g, 4, : @ est la distance entre les 2 axes de liaisons L; et L;, (Figure 2-9)
- Rotation Rz, «))
0;,d;, a; et a; sont les parametres de D-H. Parmi ces 4 parametres, il y a 3 fixes et 1 variable :
- pour une liaison rotoide 8; variable ;

- pour une liaison prismatique d; variable.

Zi—1
Figure 2-8 : angle 6; Figure 2-9 : distance a;

La matrice homogéne représentant la transformation rigide entre R;_; et R; est :

cosf; —sinf; cosa; sinf;sina; a; cosH;

i-1p sinf; cosO; cosa; —cosb;sina; a; sinf;
' 0 sina; cosq; d;
0 0 0 1
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2.5.3 Cas particuliers

Z; et Z;_, sont paralléles (a; = 0 ou 1)
Il existe une infinité de normales

communes.

Pour simplifier, on place O; tel que d; = 0

Z; et Z;_, sont concourants
0; est a l'intersection des axes Z; et Z;_, et

Cli=0

Figure 2-11 : cas particulier Z; et Z;_4 concourants

2.6 Modele géométrique direct des robots sériels

Le Modéle Géométrique Direct (MGD)est I’ensemble des relations qui expriment la pose de I'OT dans

I’espace opérationnel en fonction des parametres articulaires : X = f(q)

Zn-1

qz
91

T

Figure 2-12 : Paramétrage d’un robot sériel
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Le MGD est obtenu en procédant a une série de transformations rigides en passant successivement

Xn X0
par tous les éléments intermédiaires du robot. Soit 0,,P = P,, = (Yn| et OgP = Py = )’0] alors
Zn Zo

X0 Xn Xn
Yol _ 10 Ynl_ 10 1 -1 Y
H— ] 2] = [l |

1 1 1

Les matrices [i_lTi] sont obtenues en utilisant le paramétrage de DH.

2.6.1 Exemple 1:

Soit le manipulateur PRR ci-contre.

Nous allons calculer la matrice homogene de
I'organe terminal par rapport a la base. Nous
allons par la suite écrire le MGD de ce

manipulateur.

Figure 2-13 : Manipulateur PRR

[ °Ts] = [ "Ta][ 'T2][ *Ts]

1 0 0 aq][cosf, —sinf, 0 a,cosf,][cosf; —sinf; 0 azcosfs
_10 1.0 0 sm92 00592 0 a,sinf,||sinf; cosf; 0 azsinf;
0 0 1 d4 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
cos(0, + 63) —sm(@z + 93) 0 ascos(6; + 03) + aycos6, + a;
sin(6, +63) cos(6,+63) O azsin(6, + 63) + a,sinf,

0 0 1 d,

0 0 0 1
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0 azcos(0, + 63) + a,cos0, + a4
La position de I'OT est définie par [00103] = [ 0T3]. g azsin(8; + 33) + a;sind,
1
1 1
L’orientation de I'OT est définie par y5 = 0,2, + 052, = (0, + 63) 2,
Finalement on obtient le MGD :
ascos(0, + 63) + acosf, + a4
azsin(6, + 63) + a,sind,
[0003] __ d;
V3 0
0
| (6, +63) |

2.6.2 Exemple 2 :

91 di a; | a;
1160, |d 0 z
2 1 2

2 92 0 a, 0
3(6;|0 |asz|0

Cl 0 Sl 0 Cz _SZ 0 a2C2 C3 _53 O a3C3
0 1_[0 1 2n1_[S1 0 =C O[Sz € 0 aS;[|Ss C3 0 azb;
[°7s] = [P *72][ 73] 0 1 0 dyflo o 1 oo o 1 o0

o o o 1llo o o 1flo o o0 1

C1C3 —C1S3 5 a3S1Cz3 + a, (1 C;

$1Cy3 —51523 —C;  a3S1Cy3 + a5,C,

So3 Cy3 0 azSy3+a,C,+d;
0 0 0 1
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ra3S,Cy3 + a,C1C5 1
a3S51Cz3 +a5,C;
[m] _|azSa3 +aC +dy
2 (62 +03)S;
—(6; +605)C;
| 04 i

Remarque :

Le MGD peut étre exprimé par la forme précédente ou par la matrice homogene 0Tn. Dans ce cas la
rotation de I'OT est exprimée par 0Rn. Sinon, nous pouvons toujours s’adapter a la forme de
I’orientation opérationnelle qui convient a I'utilisateur. Par exemple, si I'orientation opérationnelle est
définie par les angles d’Euler, nous pouvons les exprimer en fonction des variables articulaires en
procédant par identification des éléments des deux matrices ORn et celle des angles d’Euler (voir le

paragraphe 2.2.1.4.1 pour la détermination des angles d’Euler a partir de la matrice de rotation).

2.7 Modele géométrique inverse MGI

Le MGI permet d’exprimer les variables articulaires en fonction des variables opérationnelles :
q=fX)

2.7.1 Méthode de Paul

Considérons un robot sériel a n degrés de liberté dont la matrice de passage homogene a pour

expression

[°T] = PRl "] - [*7T5]

Sx Ny Ay Py

P

Soit la pose de I'OT, définie dans I’espace opérationnel par la matrice [4,] = Sy Ty 4y [ty
SZ nZ aZ PZ

0O 0 0 1

Le probleme du MGl est de trouver les variables articulaires en fonction des variables opérationnelles

a partir de la relation

[40] = [ °T,]
Paul (1981) a proposé de pré-multiplier successivement les 2 membres de I’équation précédente par
[ jTj_l] pour j variant de 1 an — 1. Nous aurons les étapes suivantes :
1% étape : On multiplie de part et d’autre par [ 1T0] pour obtenir q; = f(q2,93 ---qn)

[*To]iAo] = [l = [Tl T[] o [0,
On obtient

[A] = [ 'T2] ... [*7'T]
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Le membre a gauche est fonction de g; seulement alors que celui de droite est fonction de g5, g3 ... 5.
g, est obtenu par identification entre les éléments des deux matrices.
2°me étape : On multiplie de part et d’autre la relation obtenue dans la premiére étape par [ 2Tl], on
obtient
[ *Tu][41] = [4z] = [ *T5] .. ["7'T; ]
Nous aurons g, = f(qs3 ...q,). On procéde de la méme fagon que pour g5.
Jeme étape : On multiplie de part et d’autre la relation obtenue dans I’étape j-1 par [ jTj_l], on obtient
[ Tj-al[A-a] = (4] = [V Tjaa] - [*7T2]
Nous aurons q; = f(qj+1 qn).
On poursuit jusqu’a la (n — 1)¥*™¢ étape ot I'on obtient
[n_lTn—z][An—z] = [An—l] = [n_lTn]
De méme par identification on détermine q,,_; et q,.

En appliquant cette méthode pour un robot a 6 ddl on obtient :
[40] = [ °Tu][ 'To][ *Ts][ *Tu][ *Ts][ °Ts]
[41] = [ 'To][4o] = [ 'To][ *Ts] [ *T][ *Ts][ °Te] - @
[45] = [ *Tu][44] = [ *T5][ *T][ *T5][ °T6] - a2
[45] = [ °T2][4,] = [ °To][ *Ts][ °Te] - a
[44] = [ "Ts][4s] = [ *T5][ °Ts] - qa
[45] = [ °Tu][44] = [ °Te] - g5 et g

2.7.2 Application au robot RRR de la paragraphe 2.6.2

0O 0 1 0
. . e . _ |0 =1 0 0.707
Soit la pose demandée définie par la matrice [4,] = 1 0 0 2707
0O 0 O 1
Soit les dimensionsa; = a, =d; =1m
Nous avons a assurer
[Ao] = [0T3]

La premiere étape est de multiplier I'égalité précédente de part et d’autre par [ 1To] avec

c, 0 S 0
0 — Sl 0 _Cl 0
[°74] 0 1 0 d,

0 0 0 1
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¢, S 0 o070 0o 1 0 0 —=S, €, 07075,
_q1 ~lo 0o 1 —d{lo -1 0 0707{_|1 o0 o0 1707
[41] = [ "To] (4] = S =€, 0 o0 fl1 o o 2707 [0 ¢ s -0.707¢,
o o o 1llo o o 1 0 0 0 1

[ZT ] — S23 Gz 0 53345
3 0 0 1 0
0 0 0 1

On obtient I'égalité matricielle :

0 =S, ¢ 0.707S; Cazs —S3 0 Cy3+Cy
1 0 0 1707 |[_|[S;3 Cp3 0 S53.5,
0 C; S -0707¢;| | o0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

L’égalité des éléments (3,2) et des éléments (3,3) nous donnent C; = 0 et S; = 1 ce qui correspond a 8, = g

L’égalité des éléments (1,4) et des éléments (2,4) nous donnent
Cy3+C, = 0.707 S; = 0.707
523+52 = 1.707

Mais d’apres I'égalité des éléments (2,1) et des éléments (1,1) ona S,3 = 1 et C,3 = 0, on en déduit que

6, + 6 ==

2 375
En utilisant ce résultat nous trouvons C, = 0.707 et S, = 0.707 , ce qui correspond a 8, = % et par suite
93 = L

1"

2.7.3 Cas d’un robot a 6 dIl comportant un poignet sphérique :

Lorsque le poignet du robot est sphérique, les origines 0,, Os5 et O sont confondus. Dans ce cas c’est

le porteur qui pilote la position de I'OT

0
- - -
1

X
Cette derniere relation nous donne 0,04 = y] = f(q1,92,93) dans le repére de base R.les
L7

coordonnées x, y, z étant données, on applique alors le processus itératif de Paul pour déterminer les
3 premiers variables articulaires.

(COIFFET, 2008) (SEGUY, 2002)

X X1 0
[*To] li] - l)zli = [ '] °T5][ °Tu] 8 - q1 = f(q2,93)
1 1 1
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X1 X2
[°7i] }zli - [ﬁ] = ["1][ °T4] —~4qz
1 1

_ o oo

X X3 0]
Y 0
1 1]

z
1

L'orientation de I'OT est obtenue par

Sy My Oy
[°Re] = [ Rl *Ral[ Re][ Re] = [R1 = |55 ]
SZ nZ aZ
Ou la matrice [R] est donnée.
En multipliant de part et d’autre par [ *Ro] on obtient

[ *Ro][R] = [Rs] = [ *R4][ *Rs][ °Re]

On applique alors la méthode de Paul
[4R3][R3] = [R4] = [4R5][ 5R6] = (4
[ 5R4] [Ry] = [ SRe] — (gsetqe

2.7.4 Application : Robot Fanuc $430-6R-Poignet sphérique

| @, +——

04-=05=06

AZ, 2
%_ln 0
1
| —0 o2z
—_— 01
QL di a; a;
Vi
s

2 q» + E 0 b 0
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3 0 z
qs3 ¢ >
4 d 0 T
qa 2
5 0 0 z
qs >
6 qe 0 0 0
Zo
0, 3
a 01 -
w
7
g 0 s aqg -s, —¢, 0 -—b.s, cz 0 s3 c.c;
or1_|S1 0 —cg a.s; 171 _ | 2 s, 0 b.cy 2771 _ 153 0 —c3 c.s3
T:| = T,| = T.] =
[1]0100[2]0010[3]0100
0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 O 1
¢t 0 —s4 O cs O ss O 6 —S¢ 0 O
3 N 0 Cy 0 4 R 0 —Cy 0 5 _ 156 Ce 0 0
T,| = T:| = T.] =
[4]0—10d[5]0100[6]0010
0 O 0 1 0 O 0 1 0 0 0 1
Le MGD est défini par
[Ao] = [ °Té]

OuU [A] est la matrice homogéne de I’OT du robot dans I'espace opérationnel. Elle est définie par
Sx nx ax Px
M]=> ™ Y By
SZ nZ aZ PZ
0O 0 0 1

Plus explicitement le MGD s’écrit :

Sy = €1[S654523 — C6(S5C23 + €5€4S23)] + 51(S6Ca + C6C554)
Sy = 51[S654523 — C6(S5Ca3 + €5C4523)] + €1 (564 + C6C554)
Sz = €6(€5C4C23 — S5523) — S6S4C23

Ny = C1[C654523 + S6(C4S1 + 54€1523)] — 51(S6C554 — C6C4)
Ny, = 51654523 + S6(S5Ca3 + €5€4523)] + c(S6C554 — C6C4)
Ny, = —S6(C5€4C23 — S5S23) — C6SaCa3

ay = ¢1(C5C23 — S5C4S23) + S55451

ay = 5(€5C23 — S5C4523) — S584C1

Az = C5Sp3 T S5C4Cp3
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x=ci(a+dcy3—bs, —cSy3)
y=s1(a+dszz—bcy; —csz3)
z=dsy;3—bcy,+ccy3
Calcul du MGI

Nous supposons pour ce calcul que [4,] est donnée. Comme on a expliqué avant nous allons calculer

Py
dans la premiére étape q4, q, et g3 a partir du vecteur [Py] puisque 0y04=0,0,
P,

P, 0
Nous avons x= 2= [nllnn] ]|
z
1 1
- Etape1:Calcul de g4
0
0
['To] X = X, = ['T][ °*T:][ °Tu] |,
1
c; s 0 —al[P 1P +s1P—a d cy3 — b s, — € Sy3
0 0 1 0 Py =X, = PZ — d523+bC2+CC23
si —¢ 0 0]|p ! $1P— ¢, P, 0
0o 0o o 1ll1 1 1

On choisit la troisieme ligne :

Py

slPx—cle=O=>tgq1=a

. . P.
alors si x # 0 on obtient deux valeurs pour g, : qi = arctg > et qg?=qi+m
X

- Etape 2:Calculde g, et g3

0
[ 7] %, = [ 73] °Ti] H
1

—Ss;, ¢ 0 —=b]m cc3+ds; —5SyX1+ Cy1 —b=cc3+ds;
—C; —Sp 0 0 |[¥1|_|cs3—dcs N —CyX1 — Sp¥Y1 =CS3—ds;
0 0 1 0]]|& 0 z;,=0
0 0 o0 111 1 1=1
Posons cosa; = \/% etsina; = ﬁ

Les deux premieres lignes deviennent

—S,%1 + ¢;y; — b =sin(q; + a;) /C? + d?
X1+ Spy1 =cos(qs + ap) JC? +d?
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Elevons ces deux lignes au carré et les sommons

—c?2-d?+(yZ+x3)+b?

A

c?4+d? = [(y16; — 53%1) — b1 % + (21 + $3Y1)% = Y16 — Spx1 =

2b
. X
Posons cos ar, = —2— et sina, = ——=
/yf+xf /y12+x%
. : yl yl
On obtient cosac, —sina, s, = =c(qy+ay) =
/yf+X§ yi+xi

. 2 2
Si—1 < ——=< 1alorsq, = +arccos———a,
yi+xi [vi+x?

On revient aux deux équations de départ pour déduire
—Sx1+ ¢y —b

VC? + d?
= = arctan2(s;,c3) — «
— CyX1 — SoVq qs (s3,03) — g

N

(sin(q3 +ay) =

cos(qs + ay) =

La matrice homogéne [ °Ts] est donc désormais connue. On a la relation [ *Ry][ °Rs] = [ *Re]ou
Sx My Gy

[ 3R6] ne dépend que de gy, g5 et g¢. Soit R = [Sy ny ay] la sous-matrice de rotation dans [A4,],
SZ nZ aZ

alors [ *Ro][R] = [ *Re] = [R3] = [ ®R4][ *Rs][ °Re] - On multiplie de part et d’autre par [ *R5]pour
obtenir g4 puis par [ 5R4] pour obtenir g5 et qg.
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Cinématique des robots sériels

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons déterminer le modele cinématique d’un robot sériel. C’'est-a-dire la

relation entre les vitesses opérationnelles et les vitesses articulaires.

3.2 Modele cinématique direct MCD

3.2.1 Matrice jacobienne

Nous avons vu que le MGD d’un manipulateur peut se mettre sous la forme

X=f(q (3-1)
En dérivant par rapport au temps
_df(q) .
= d—qq (3-2)
Ou une ligne i s’écrit
n
%=y 2y (33)
i~ FYR’ 3-3
j=1 94;

Sous forme matricielle, nous pouvons écrire

X=]Jq (3-4)
La matrice J est appelée la matrice jacobienne du robot avec un élément
P/
ij aqj (3-5)

3.2.2 Exemple

Reprenons le robot PRR de la Figure 2-13. Nous avons trouvé que la matrice homogene de I'OT est

Ca3 —Sy3 0 azcy3+ac, +aq
0p _[S23 €3 O a3Sz3 +azS;
T =
3710 o0 1 d, (3-6)
0 0 0 1
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Nous déduisons

—asz Sz (92 + 93) - azszéz
= | azc3 (6, + 63) + ayc,6, (3-7)
dy

x
y
z

D’autre part, la vitesse de rotation de I'OT est la somme des vitesses de rotation de toutes les

articulations

063 = 9221 + 9322 = (92 + 93)20 (3-8)

Ce qui nous donne le MCD du robot PRR

—a3S23 —A2S5;  —A3S33 g,
as C3 + az C; as Cz3 :
1 0 02 (3'9)

0 1 6"3

Nous pouvons également obtenir le MCD sans passer par le MGD.

3.2.3 Méthode explicite directe :

Nous pouvons obtenir le MCD en utilisant les régles de la cinématique des solides rigides. Puisque le
MCD calcule les vitesses de I'organe terminal en fonction des vitesses articulaires, la méthode explicite
directe examine la contribution des vitesses de chaque articulation sur celles de I'OT. Pour cela il suffit

de considérer que le solide i est solidaire de I'OT et que I’articulation £; est entre le solide i et la base.

Figure 3-1

e Cas ou larticulation L; est rotoide :
Au point 0;_4, les vitesses du solide i par rapport au solide i-1 s’écrivent :
WGiji-1 = 0iZi_q1 etVp,_eiji-1 =0

Au point O, ces vitesses deviennent en considérant que le point 0;_; appartient au solide n,

Wnijo = 0,Z;_, et Vo,enjo = 0;Z;_1 N 0,10y = 6;Z;_1 A (Ooon - 0001—1)
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La contribution de I'articulation i aux vitesses de I'OT nous donnera la colonne i dans la matrice

jacobienne J suivant :

colonne i

i .
%= Zi—l A (Oo?n - 0001_1) ] {91}

Zi—
e Cas ou l'articulation £; est prismatique :
— — — [RN
Wniso = 0etVy enjo =diZi_q
Ce qui nous donne la colonne i suivante dans la jacobienne

colonne i

Application au robot PRR (Figure 2-13) :

Articulation 1 : prismatique @ /o = 0 et 170151/0 = d, Z, on obtient la colonne 1 de la jacobienne

x=[% ()

Articulation 2 : rotoide
Wy = 027 etV /1 =0,

N . N L az Cy3 +ayC;
au pOint 03 Oon aura V0362/0 = 9221 A (0003 - 0001) = 92 0 N a3 523 + azsz
1 0

On obtient la colonne 2 de J

0 —ass;z —azs;
0 a3 C23 + azcz d
g=|1 0 91
0 0 2
0 0
0 1
Articulation 3 : rotoide
@3y = 037, etVp,e31 =0,
— . —_— R, . 0 a3 C23
au pOint 03 on aura V0363/0 = 9222 A (0003 - 0002) = 93 0O|A as 523]
1 0
Avec cette 3*™ colonne calculée on obtient le systéme cinématique total
0 —azsy3 —azs; —azsys
0 ascyz +axe,  azces |(d,
] 1 0 0 ;
X = 6
0 0 0 2
0 0 B NE
0 1 1
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3.2.4 Méthode récurrente

NI
=|

Figure 3-2 : robot a n axes

Cette méthode permet le calcul des vitesse linéaires des centres des articulations et des vitesses de
rotation des éléments de robot en commengant par I'OT jusqu’a I'élément (1) d’ou I'appellation.

Pour I'élément i du robot nous pouvons écrire

@ = "Tdi+ °@ (3-10)
La vitesse de I'origine O; est égale a
Vo, eijo = Voseizi-1 + Vosei-1/0 (3-11)

Notons Voiei/o = I7i et développons cette derniere équation, nous obtenons
= — i—1— —_—_ - 0— B E——
Vi=Vo,_eiji-1t T @i AN0_10,+Vo,_cic1/0t "@ig AO_10, (3-12)
Ce qui donne finalement

Vi = Viey + Vo eiji-1+ °@; A 0,210, (3-13)

Pour une liaison £; rotoide nous obtenons

@; = 0;Z;_4 + °@i4 (3-14)
= o RN 0— _
Vi=Viii + (6iZi1 + °@i—1) A 0,10, (3-15)

Et pour une liaison £; prismatique nous obtenons

W = Wi (3-16)
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Vi=Viog+diZiy + °@_1 A 0,40, (3-17)

3.2.5 Application au robot PRR (Figure 2-13) :
[} n= 3
La liaison L5 est rotoide, nous appliquons les relations (3-14)et (3-15). Nous obtenons
053 = 9322 + 052

I_/)3 = ‘72 + (9322 + 0(1—))2) 7AN 0203

Ou
I_/)3 = ‘72 + (9.322 + 052) N a3.7_C)3
e n=2
La liaison £, est rotoide, nous obtenons
052 = 9221 + 051
— _ — PN 0— _—
Vo, =V, + (0,7, + °@1) A 0,0,
Ou encore
172 = ‘71 + (9221 + 051) A azfz
e n=1
La liaison L5 est prismatique, nous appliquons les relations (3-16) et (3-17). Nous obtenons
051 = 6
‘71 = d150

En intégrant les résultats trouvés nous obtenons
05y = 0,7, + 637, = (65 + 63)7,
Vs = dZ + 0,71 AayZy + (037, + 0,71) A az¥s
Vs =dyZ, + a,0,5, + a3(92 + 93)373

Les composantes des axes ¥,et s, on les obtienne a partir des matrices homogénes °T, et

0T3 respectivement (§2.6.1).
Yo =1[-52 ¢z O0]"etyz =[—53 cp3 0]"
Finalement nous obtenons

053 = (92 + 6'3)20
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—azszéz — a3523(92 + 92)
V3 = a2C292 + as Cr3 (92 + 93)
d,

Nous le systéme linéaire exprimé par la relation (3-9).
3.3 Modeéle cinématique inverse (MCI)

Le MCI est I'expression des vitesses articulaires ¢ en fonction des vitesses opérationnelles X. Dans le

paragraphe précédent nous avons vu que le MCD s’écrit

X=Jq (3-18)

Avec X de dimensionn, ¢ de dimensionm, et J de dimensions (n,m)

On distingue trois cas pour la détermination duMCl :casn =m,casn < metcasn >m

3.3.1 Casouun=m

Nous avons autant d’articulations (de ddl) que la dimension de I'espace opérationnel. Dans ce cas la

matrice J est carrée, le MCl s’exprime par

q=J"X (3-19)
Avec J~1 égale a
_, _ leom(D]"
- Dé() (3-20)

A part les configurations ou Dét(J) = 0, qu’on étudierait plus loin, il est possible a chaque fois de

calculer le MCI.

3.3.2 Casoun>m

Il existe moins de liaisons dans le manipulateur que nécessaire pour avoir tous les mouvements désirés
dans 'espace opérationnel. Donc la solution exacte n’est pas garantie et on ne peut que s’approcher
de la réalisation de la tache désirée. Le robot est dit sous-déterminé. La solution souvent utilisée dans
ces est celle de la matrice pseudo-inverse de J.

Multiplions I’équation (3-18)de part et d’autre par JT nous obtenons

I'x=]"]q (3-21)
JT J est une matrice carrée de dimension n, ce qui permet de déduire

g=0U"J1"Yy'x (3-22)

Ou encore
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. + X
q=J]"X (3-23)
Ou J* est la matrice pseudo-inverse a gauche de J , car nous avons
II=1, (3-24)
Avec I,, matrice identité de dimension n.
Comme nous I'avons mentionné plus haut la relation (3-23), ne peut pas donner une solution exacte.

En effet, le calcul permet une erreur égale a

e=|X-Jql (3-25)

3.3.2.1 Exemple

Reprenons le robot PRR. La matrice pseudo-inverse est

0 0 1 0
a5(5p3¢3 — S2) — 5, a3(—Cp3c3+¢2) — 5 0 —azC3
Jt= L L L (3-26)
As; — Bsy3 —Ac, + Beys a, + azc;
l L L 0 L

Avec

A=a3+ayasc, +1,B =aya; +aicgetl = a5(1— c2)+1

Pour 6, = 30°,8; = 45°%a, =a; =05met X=[0.5 0.5 1 —1.7]" nousobtenons
0 -0.73 -0.48 1 0 0

] = fl) 0(-)7 033 []T]]—l — [0 2.86 _3_31] et ]+ —
0 —3.31 4.63

0 1 1
Ce qui nous donne le résultat suivant
6?1 1
0,1 =11.28
65 -3
X=[05 049 1 -1.72]"

—-0.51 155 0 -0.45

[ 0 0 1 0
021 -17 0 1.32

En recalculant X, nous trouvons
Nous enregistrons, dans la configuration de calcul, une erreur égale a

e=|X-Jq| =13810"°

Remarques :

- L’erreur enregistré n’est pas constante, mais elle dépend de la configuration de calcul.

- Les éléments de J* ne sont pas souvent homogénes, a l'instar de I'élément J*(2,1)
(relation(3-26)) dans lequel on somme une distance a une quantité sans dimensions.
Numériquement, cette méthode est valable mais physiqguement nous ne pouvons pas
interpréter les éléments de J*.

3.3.3 Casoun<m
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Le ddl du robot est supérieur a la dimension de I'espace opérationnel. Il y a plus d’articulations dans le

- qs . qs
P(x,y)
4 —
a> B
y y .
b, !
e X v o I_._._'.._._
0 - G
+—r > +—>

(a)

robot qu’il le faut, le robot est dit redondant. Il existe une infinité de solution pour atteindre une seule
configuration. Le robot peut méme avoir des déplacements non nuls de quelques articulations alors
qgue I'OT ne bouge pas (Figure 3-3 et Figure 3-4 (b)). Ceci est expliqué par un noyau non vide du systeme

homogeéne

Jgq=0 (3-27)

R

Figure 3-3 : robot redondant

Bien entendu, il n’est pas possible de calculer le modéle inverse puisque la matrice J n’est pas carrée.

Cependant la résolution de ce probleéme est différente de celle du robot sous-déterminé.

3.3.3.1 Méthode de partitionnement des variables articulaires

Nous pouvons appliquer un partitionnement de variable pour obtenir la forme suivante

X =Jpap +Jndn (3-28)
Ou J, est carrée de rang n, X est rectangulaire de dimensions (n,m — n). Dans ces conditions, nous
pouvons calculer g, en fonction de g, et de X. Les valeurs de ¢, doivent é&tre choisies selon une
stratégie donnée, par exemple pour contourner des obstacles. On peut également les annuler.

Prenons par exemple le translateur plan PPP de la Figure 3-4

Figure 3-4 : Translateur plan PPP
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B L | 0
x=q;+a+q;s {x=q1+q3 [x] 1 0 111
> L > || =
{y=b1+q2 Y =4, y [0 1 0] Zz

Nous pouvons avoir le partitionnement suivant

B =06 ST+ olas

nl=lo AIG] -l

Pourx =y =1etg; = 0 noustrouvonsq; =g, =1

Nous obtenons

3.3.3.2 Méthode de pseudo-inverse

Ch3. Cinématique des robots sériels

Cette méthode est basée sur |'utilisation de toutes les articulations dans un but de minimiser la norme

du vecteur g. Le probleme s’exprime par
Minimiser {¢7q}

Avec la contrainte X —Jg =10

Ce probleme peut se réduire au probléme sans contrainte suivant

Minimiser {qTq + T (X —](1)}

La stationnarité est obtenue pour

2g-J"2=0
On en déduit
1
=—JTa
4=5]J

(3-29)

(3-30)

(3-31)

(3-32)

En introduisant cette expression dans I’équation (3-29), on obtient I'expression de A4

A=2(J7 17X

En introduisant I'expression de 4 dans I’équation (3-32), on obtient
q=J"UI"'x
Ou encore

q=J'X

Ou J* est la matrice pseudo-inverse a droite car

]]+=Im

Avec I,,, est la matrice identité de dimension m.

(3-33)

(3-34)

(3-35)

(3-36)
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Pour le translateur plan
[x]:[1 0 1 g
yl 7 lo 1 0 qz
3
2 01" 11 o
[Com[o 1”=[o 2_[05 0)
2 2

=12 % wnt=

0 1
10 05 0
J'm = [ ][05 0] [0 1
0.5 0.

0 5 0
Le modele cinématique inverse s’écrit
0. 5 0

et pourx =y = 1 et nous trouvons ¢; = g3 = 5 etg, = 1.

3.4 Singularités
3.4.1 Définition

Les singularités correspondent a des configurations ou la jacobienne devient singuliére (dét(J) = 0).
Dans une telle configuration, le manipulateur perd au moins une liberté, c’est-a-dire son mouvement
devient impossible selon au moins une direction. A proximité des singularités les vitesses articulaires,

calculées a partir des vitesses opérationnelles, deviennent trop grandes.

3.4.2 Exemple robot plan RR

Soit le robot plan RR de la Figure 3-5

Figure 3-5 : robot plan RR

=licy + ez
y =151 + 13513

Le MGD s’écrit {x
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Le MCD s’écrit
[x] _ [Flas1 = L2512 —12512] 61
y e+ e, Lo 1|6,

Le dét(J) = l11,5s,, s'annule lorsque 6, = 0,

i

Figure 3-6 : positions singuliéres du robot RR

Pour8, =0

X = [ (L +1,)0, — 1292151
= [ (L + 10, + 1292101

On obtient la méme chose pour 8, = . x et y ne sont plus indépendantes. Ces deux positions

ﬁ - = —tg91

singulieres (Figure 3-6) correspondent aux frontiéres de I'espace de travail (extension maximum et
minimum). Dans ces deux positions il n’est plus possible de calculer 8;et 8, en fonction de % et y. La

commande en vitesses opérationnelles n’est plus possible. Le MCl s’écrit

[ ] l¢12 l3512 ] [x]
l1l252 —lhier —ley —lisy — LSl Ly

Aux alentours des positions singuliéres s, va tendre vers zéro ce qui améne a des vitesses articulaires

nulles ou qui tendent vers I'infini.

3.4.3 Exemple d’un robot 6R :

50



Ch3. Cinématique des robots sériels

Zy3 A R 5
© Zs
0,,0 C%ip 4 O > L
2 VY3 — 2 U 256 —
3 )
04 = 05 = 0Og
2 ® A
Xq
.(O)——
AZO @2’1

R
s
gu

Figure 3-7 : robot 6R
Le poignet sphérique de la Figure 3-7 , est dans une position singuliére puisque g, et g5 ont le méme
axe de rotation.
La vitesse de rotation de I'OT par rapport au solide (3) s’écrit : We/3 = G4 Z3 + 45 Z4 + dg Zs
On a dans cette configuration Zs = Z3 et Z, = y; alors : &g /3 devient wg 3 = (44 + ds) Z3 + 46 V3

En écriture matricielle cette équation s’écrit

- 2]

Le déterminant de ce systéme est bien nul et la rotation autour de X5 est éliminée.
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Dynamique des robots sériels

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons déterminer les efforts nécessaires pour la commande. Nous allons voir
2 modéles de calcul :

- le modele quasi-statique ol on néglige les forces d’inertie et de pesanteur ;

- le modele dynamique complet qu’on allons déterminer avec deux méthodes,

méthode de Newton-Euler et la méthode de Lagrange

4.2 Modele quasi-statique :

4.2.1 Systeme linéaire statique

A partir du MCD
X=Jq (4-1)
On déduit la relation entre les déplacements virtuels opérationnels et les déplacements virtuels
articulaires
6X =] dq (4-2)
Chaque articulation est commandée par un moteur rotatif ou linéaire. Chaque moteur exerce un
couple ou une force 7;. Pour 'ensemble des articulations nous avons
t=[t1 T2 - Tp]T (4-3)
Si on note F le vecteur de dimension 6 des forces et des moments extérieurs exercés sur I’OT, le
principe de D’Alembert s’écrit en négligeant les masses et les frottements
FT6x = TT(Sq (4-4)
En remplagant 8X par son expression dans la relation (4-2) on obtient le modéle quasi-statique de calcul des
efforts moteurs
J'TF=1 (4-5)
Si les masses doivent étre considérées alors il suffit d’ajouter les travaux virtuels des poids a la formule
(4-4) qui devient
FT56x = 1t76q + PT8G (4-6)
Ou P est le vecteur des poids des éléments et 8G les déplacements virtuels des centres de gravité

v . o . .
correspondants. On montre que P8G = ~ % 8q (voir cours de mécanique analytique). V étant

I’énergie potentielle des poids.
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La formule (4-6) devient

FT6x = 1T6q — w 8q
aq (4-7)

Le modele quasi-statique en considérant les masses des éléments s’écrit

T= ]TF + a—V (4-8)
dq

4.2.2 Exemple

Considérons le robot RR plan de la Figure 4-3. Le MCD de ce robot a été calculé dans le paragraphe

—1,S; — 1381, —l2512]

3.4.2 du chapitre précédent. Nous avons trouvé que J = [ LC 4 Loc e
1l1 T €12 2€12

Le modeéle quasi-statique en négligeant les masses des éléments s’écrit donc

[Tl] _ [—1151 — 13812 L+ 12012] [Fx]

ol T —bsi, Ley, IR (4-9)
Si on considere le poids des éléments on utilise la relation (4-8).
L’énergie potentielle du robot s’écrit V = %mgl(351 + 3S:2)
Les forces généralisées dues au poids s’écrivent :
av 1
6_91 = Emgl(3C1 + Cy3)
av 3
20, = EmglClz
On obtient
! 3¢, +C
[?] _ [_llill_ 2512 Ly + lzclz] [Fx] n 2™ 36+ G (4-10)
2 2512 ly¢12 Ey

3 Ic
ng 12

4.3 Modele dynamique

4.3.1 Méthode de Newton-Euler

—
7z X

Figure 4-1 : chaine de solides d’'un robot n axes
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Soit
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G; : centre de gravité du solide i

I; : matrice d’inertie de I'élément i en G;

ﬁi, Ml- : forces et moments appliqués sur (i) par le solidei — 1

—

ﬁi“, M, : forces et moments appliqués sur (i) par le solide i + 1

Le P.F.D appliqué au solide i s’écrit au point G; et dans le repere R; :

d — > i > N
; (miVg,) = Fi — 'Riy1Fiyr + mig

dt
d , o (4-11)
a(liwi) =M; — Riy1Miy1 + GO,_1 AF; — GO A "Riyq1Fiyq
Ou encore
mVs, = F; — "Riy1Fipq + mug
(4-12)

Lio; + & A ;& = M; — "Riy1Miyq + GO,y AF; — GO, A "RiyiFiyq

Les vitesses et les accélérations dans le cas de deux liaisons rotoide et prismatique sont données

@; =671 + Bi_q NOiZi_q + By,
Rotoide V,=V,_, +@; A 0,10,
V.=V, +@; AO,_10, + @; A (@;A0,.,0,)
Avec 0,10, = d;Z;_, + a;%;
Wy = Bi_q
B; = B4
Prismatique Vi=Viea 4 didioy + G0 0010,

Vi = Vi—l + d.ié)i—l + 2 5i A diZi—l + (U—')l' N 01_101 + Bi A (51 A 01_101)

Le terme 2 &@; A d;Z;_; est dii & la dérivée de Z;_; et a la dérivée de 0,_,0, , par rapport au

temps.

La démarche des calculs est la suivante :

- Oncommence par I'OT, c-a-direi = n
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Figure 4-2 : Equilibre de I'OT

— —_ — —_—
F,.q et M, sont les forces et moments extérieurs appliqués sur I'OT. On calcule F,, et M,, en
utilisant les équations (4-12). Le couple moteur ou la force motrice de la liaison £,, sont calculés de la

facon suivante

7, = ""'R,M,.Z,_, pour L,rotoide
7, = ""'R,F,.Z,_, pour L,prismatique (4-13)
- Laprocédure continue de la méme facon pouri = n — 1 et ainsi de suite jusqu’ai = 1.
Cette méthode est assez longue mais elle a I'avantage de calculer les actions des liaisons nécessaires

pour le dimensionnement.
4.3.2 Méthode de Lagrange :

Nous considérons le robot libre de toute contrainte sur les trajectoires. Dans ce cas les équations de

Lagrange s’écrivent

d oL oJL 10 1
L est le Lagrangien du robot égale a
L=T-V (4-15)

T et V étant respectivement, les énergies, cinétique et potentielle, du robot.

Certes, cette méthode est plus rapide pour le calcul des efforts moteurs mais elle ne permet pas le
calcul des actions de liaisons.

Q; est la force généralisée due aux forces extérieures appliquées sur I'OT.

4.4 Exemple : Robot RR
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i
Figure 4-3 : Robot RR

Soit, de nouveau, le robot RR du paragraphe 4.2.2. Considérons cette fois qu’il n’est soumis

gu’aux couples moteurs et les poids des deux éléments. Les autres caractéristiques sont

=l =1,
m=m; =m,
1=11=12_m—l2
12

Traitons le modele dynamique par les deux méthodes, Newton-Euler et Lagrange.
Méthode de Newton-Euler

Les matrices de rotation sont

c, =S, 0 C, =S, 0 Ciy —S;5 O
°R, = [51 ¢, o 'R,= [Sz c, 0| °R,=1S;, Cp 0]
0 0 1 0 0 1 0 0 1
n=2
052 = 051 + 152 = 9'120 + 9220 = (91 + 92)20

G, = (6, + 6,)7
V, = 16,3, + 1(6; + 6,) 7,
Wy, = Uy + L6y + 6,52 + (61 + 02)d0 A — 3 7,
Ty, = 1051 +5 (61 + 6,)5
T, = 16,5, — 1627, + (6, + 6,)7, — 1(6:6, + 62,

N Y A AR
a(Gz) = l91y1 - l912x1 + 5(91 + 92)}’2 - 5(61 + 62) X
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A(Gy) = 10,(Sy%; + Cy¥,) — 1O (Co%y — So7,) + % (é1 + éz)yz - % (91 + 9.2)29_5)2
4(6) = 1521~ 1C,62 — 5 (81 + 6,)°| 82 +[1CaBy + 15,67 + 2. (8, + 62)] 5,
La force ﬁz exercée par le solide 1 sur le solide 2 est
F, =md(G,) —mg+ %Ry F
Py = ([15.6,~ 1,6 —%(91 +0,)|m) %+ [10,6, + 15,62 +%(é1 +6)|m3,
+mg(S12X%; + C12¥,) + (C1oFx + S1,Fy)%; + (—=S12Fx + C12Fy)y,

, ) . l.. .
F, = [m15291 —ml C,0% — m> (61 + 92)2 +mgS;, + Ci2Fx + Sley] X,

+ [ml6291 +ml S,0% + mz(Gl +0,) + mgCy,—S1,Fx + C1,Fy ] Y,

La force F, exercée par le solide 1 sur le solide 2 est

M—)Z = 12(1)—.)2 + 52 /\1262 - 0201 /\ﬁz + 0202 /\ﬁ

MZ = IZ(él + éZ)ZO + (91 + 92)20 A Iz(él + 92)20
l .. . .. ..
+5 [mlC291 +ml S,0% + mi(el +0,) + mgCy,—S1,Fx + C,Fy ]2’0
l
+ E(_Slex + Cley)Z)O

o L N -, z
M2 = 12(91 +92) +m56291 +mE 5291 +mz(91 +92)+ngC12

+ [(=S1,Fx + C1,Fy)

12 2\ . 12\ .. ? . l
MZ=<12+m502+mz>91+<lz+mz>92+m§52912+ng€12

+ [(—=S1,Fx + C1,Fy)
M, = <12 + lml2 (l + C2)> 6, + <m5+ 12> 6, + lm 125,67 + 1mglC12
2 2 4 2 2
+ [(=S1,Fx + C1,Fy)
Le moment est uniquement sur Z, (probléme plan), nous déduisons que le couple moteur de
I"articulation (2) est

M, =1,

051 = 6120

0‘71 = 191}71
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R l. | e
a(G,) = 5913’1 — 5 67%;
La force ﬁl exercée par le solide O sur le solide 1 est

ﬁl = m(_i(Gl) + 1R2 ﬁz _mg

N L. L.\ [C2 =Sz O[Fx N
Fp=m (591}’1—5912951)"‘ S, G Of|Fy| T mgYo
0 0 1 0

i . L. A i L
F = mzeﬂﬁ - m§912x1 + (CoF2x—S2Foy) X1 + (S Fzx + CoFoy)y1 + mg(S1X; + C1Y1)

S l. l.
Fl = I:—nglz + CZFZX_SZFZY + mgSl] fl + I:ngl + SZFZX + C2F2y + mgCl] 5;1

-,
La force M; exercée par le solide O sur le solide 1 est

- . - L, R L, .
M; = 1,612y + M; + PRe AFyy + 5% A (SyFox + CoFoy) Yy
v 12 12 I? I? l
Ml =1191+ 12+m C2+m 91 12+m 02+m 5291 +mg ClZ
l l
+ I(=S12Fx + C1pFy) + EFlY + > (S2Fox + CoFyy)
v 12 12 I? I? l
Ml 21191+ 12+m C2+m 61 12+m 02+m 5291 +mg ClZ
l l..
+ [(=S1,Fx + C1,Fy) + > (mzel +S,F 5+ CF,y + mgCl)
l
+§(52F2x + C2Fyy)
v I? I? I? I? l
Ml 21191+ 12+m C2+m 61 12+m 02+m 5291 +mg ClZ
l [ ..
- E(miel + mgCl> + I(=S13Fx + C13Fy) + ISy Fyx + ICyFyy
v 12 12 12 I? l
Ml - 1191 + IZ + m-— CZ + m 01 12 + m 92 + m 5291 + mg C12
l [ ..
+ E(miel + mgCl> + I(=S1,Fx + C1,Fy)

) . L.
+1S, <m15291 —ml ;0% —mz (6 + 6,)" + mgSy, + CiFx + Sley)

+1C, (mlC291 +ml S,0% + ms (61 + 6,) + mgCyy —S12Fx + Cley)
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.. 12 2\ . 12\ .. . l
M1:11914-(12+m§C2+mz>91+<12+mz>92+m352912+mg§C12

Ly 1. ) . I
+ E(miel + mgCl) +ml?8,%6, — mi? S,C,0% — mfsz(e1 + 92)2

) . K
+ mglS,S;, + mI?C,20, + ml? C,5,0% + micz(e1 +0,) + mglC,Cysy

+ 1(=S1,Fx + C1oFy) + 1S,Cy2Fx + 1S,8,,Fy—1CyS,,Fx + 1C,Cyo Fy

.. 12 2\ . 12\ .. . l
Ml=1191+<12+m562+mz>91+<12+mz>92+m752912+mg5612

l l. - [2 . . .2 [2 .. ..
+E(m§91 + mgC1> + ml“6, — mESZ(Ql + 92) + m?CZ(Bl + 92)
+ mglCy + [(=S12Fx + Ci3Fy) + 1(5,C1,—C,S15)Fx

+ (52812 + C2C15)Fy

3 .. 1? 1? .. > .
M1 = (Il + IZ +ml2C2 + Emlz> 91 + <12 + mz + m§C2> 92 - m552922

[ l
— 2m5529192 + ng(Clz +3Cy) + 1(—S1,Fx + C,Fy) — IS, Fx

+ IC Fy
My =[miz(Cac)er+ 06+ [Fmiz (24 6)+ L6, — mizs. 6,6, — 2mizs, 6,2
1 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2V1Y2 2 2Y2

1
+ Emgl(3Cl+Clz) — (81 + S12)Fx + 1(C; + C1x)Fy
On en déduit comme pour 'articulation 2, le couple de 'articulation 1 est
M =1
4.4.2 Méthode de Lagrange
Le modele géométrique direct s’écrit :
X = l(Cl + CIZ)
y =1(5; +512)

Les déplacements virtuels du point O, s’écrivent
6x = —l(51 + 512)691 - l512692
5y = l(Cl + 612)691 + l612662

Energie potentielle : V= %mgl(351 + 512)

Le travail virtuel des couples moteurs : Sw,; = 17,66, + 7,60,

Le travail virtuel de la force extérieure : 5wy = F.6x + F, 8y
Owp = —lF[(S1 + $12)80; + 512,66,] + LE,[(C; + C13)860; + C1,66,]
Swp = I[—(S1 + S12)F, + (C1 + C12)F)|66, + [—S12F, + C12F, |66,
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Les forces généralisées s’écrivent :

|4 1
—-——+ 71 + QQIF =711 — Emgl(?)cl + ClZ) + l[—(51 + SlZ)Fx + (Cl + ClZ)Fy]

Qg, = 20,

v 1
Qo =g, T2t Qo," =12~ 7MGlCiz + U[=S1oF + C1oF) ]

96,
L’énergie cinétique
T=T,+T,
1 - 2 1 2

T1=§m0VG1 +Ell 0(4)1
1 1? . 2
Tl = E mz‘l' Il 01
1 - 2 1
T2 = Em OVGZ + 512 0522
1 - 2 1 2
TZ = Em OVGZ + 512 0(1)2

I
OVGZ =10,y, + 5(91 +6,)7,
R L.
Ve, = 1601y, + 5(91 +6,)(=S2%; + C251)
o Lo o 1 N, 1.1
VGZ = _5(91 + 92)52x1 + l [(1 + ECz) 91 + §C292:| yl
1 5 .2 1.2 1 . 1 . .2
TZ =zml2 I:(Z+C2) 91 +592 + (5"‘6‘2) 9192] +512(91+62)
1[5 2 1 Ns2 17 (1 -
L’énergie cinétique totale s’écrit

1,1 .2 1 1 .
—(—ml2 + 12)92 +§[ml2 (§+ Cz) + 212] 0,6,

1 5 (3 . 2

T 53 ) (1 .
d (T L (3 L1 S
a 6_91 [ml (2 + Cz) + 11 + Iz] 91 [ml ( + CZ) + 212] 92 - ml 529192

1 .
- Emlzszez2
ar (1 , (1 .
EYR (4 mil? + Iz> 6, + [ml (E + Cz) + 212] 04
2

d(or)_1 l2(1+c>+21 65+<1 l2+1)('9' 1 125,6,6
dt 692 _Z[m ) 2 2] 1 4m 202 Zm 20103

aT

— =0
FIR
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aT 1 2o 4 2 1 2o A G
6_92: _Eml 5291 _Eml 529192

Les équations de Lagrange s’écrivent

d(oT\ oT _
dt\aé, 26, ~ Yo

5 (3 .1 (1 .. 2o 4 g 1 ...

Equation 1:

2

3
= Tl - mgl (E C]_ + ClZ) + l[_(Sl + SlZ)Fx + (Cl + C12)Fy]

d(oT\ oT _
dt\aé, a6, ~ %

1 1 ol N 11,
E[ml (E“l‘ Cz) + 212] 91 + (Zml + 12) 02 — Eml 520192 + Eml 5262 + Eml 526192

Equation 2 :

1
=T, — Emglclz + l[_Slex + Cley]

Ou encore
1 (1 .. 1 P
> [ml (E + Cz) + 212] 0, + (Zml + 12) 0, + Eml S50,
1
=T —5mglCi, + U[=S12F + C1oF) ]
On en déduit les expressions des couples moteur

2 3 .. 1 ) 1 " 2o A G 1 2o 4 2

1
+ Emgl(:sc1 + Cyp) + [~ (S1 + S12)F + (C1 + C12)F)|

11 B W . BEIP|
TZZ[IZ +§ml (§+C2):|91+(Zml +12)92 +Eml 5291 +EmglC12

+ U[=S12F + C12F, |
On trouve bien les mémes résultats par les deux méthodes, cependant la méthode de Newton-

Euler bien que plus longue mais néanmoins elle nous a permis de calculer les forces de liaisons

F,etF,.
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(Zeghloul, 1994)
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